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Chapter 0O

Giris

1 Matematiksel modeller

Tirevleri iceren denklemlere kisaca diferansiyel denklem denir. Boylece akiskan haraketi, elektrik devresindeki akimi, kati bir nesnedeki 1s1 transferi,
sismik dalgalarin belirlenmesi, popiilasyon artimi vey azalmasi ve daha birgok benzeri problemleri anlamak ve onlar1 incelemek icin diferansiyel
denklemler hakkinda bilgi sahibi olmak gerekmektedir.

Diferansiyel denklemler, fiziksel modeli ifade ederler ve matematiksel model geklinde adlandirlirlar. Diferansiyel denklemleri ¢ézmenin temel amaci
fiziksel yontemi ifade eden matematiksel model hakkinda birseyler 6grenmeye calismaktir Kompleks ve dogal bir yontemi anlamak aslinda onu en
basite indirgemekten gecer. Boylece bu modelleri ifade eden denklemler hakkinda bilgiler ve onlarin ¢oziimleri i¢in oncelikle onlarin basit modelleri
hakkinda bilgi sahibi olmaliyiz. .

1.1 Populasyon modeli

Thomas Robert Malthus tarafindan 1978 yilinda gelistirilmis olan bir problemdir. Onun modeline gore populasyon orantili olarak artmaktadir ve
populasyonu P ile gosterdigimizde, asagidaki diferansiyel denklem ile ifade edilmektedir.

d—P:aP, a = sabit > 0
dt

Boylece limitsiz biiytime bu diferansiyel denklemin ¢oziimii olan ve exponansiyel kural olarak da adlandirilan
P (t) = Pyexp (a(t —tp))

fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Burada P,, ¢t = to anmdaki populasyon ve P (t) ise keyfi ¢ anindaki populasyon olarak gosterilmektedir. Daha
sonralart bu modelin ¢ok gerckeci olmadigr gozlenerek, model mantiksal model olarak adlandirhilmistir ve

dP
yr = aP — fP?, «,f = sabit # 0

1



2 0. GIRIS

diferansiyel denkelemi ile ifade edilmistir.

1.2 Ekoloji: Radyoaktif atik uiiruinler

Radyoaktiviti, yiiksek atom agirlikli (uranyum minerali gibi) elementlerin kirllmasi sonucu elde edilir. Yapay radyoaktiviti kimya, tip ve niikleer
enerji gibi alanlarda ¢ok kullanighdir. Fakat niikleer enerjinin endiistrisel kullanimi son derece dikkat gerektiriyor. Ciinkii radyoaktif atik maddeler
populasyon agisindan tehlike olugturmaktadir. Radyoaktif bozulmanin matematiksel ifadesi, bozulma ile orantili olarak ifade edilir ve diferansiyel

denklemi

@ = —kU, k = sabit >0
dt

burada U maddenin keyfi ¢ anindaki rayoaktiflik oranini géstermektedir. Bu denklemin ¢oztimii
U (t) = U(] exp (—]{7 (t — to))
seklinde ifade edilir.

1.3 Kepler kanunu ve Newton’un yercekimi kurali

Bilindigi tizere eski yunan biliminde gezegenlerin giineg ekseni etrafinda dairesel hareketler ile dondiigii iddia edilmisti. 1609 yilinda Kepler tarafindan
gezegenlerin giines etrafinda eliptik hareketler ile dondiigii kanitlanmigtir. Bu kuram Kepler’in 1. ve 2. kurallar1 olarak da adlandirilmaktadir. Kepler
gezegenlerin nasil hareket ettigi sorusunun cevabini vermistir ancak neden sorusunun cevabi daha sonra Galileo Galilei ve Newton tarafindan verilmistir.
Newton’un yercekimi kuralina gore, giines ve gezegenler arasinda ¢ekim kuvveti

F= %x, a=—-GmM
T

olarak ifade edilmistir. Burada G genel yergekimi sabiti m ve M sirasiyla gezegen ve giinegin kiitleleridir. Boylece gezegenlerin cekimleri altinda
glinegin hareketini ihmal edersek

mdzx @ o = sabit
— = —=x = )
dez - 37’

Newton’un 2. kurali olarak ifade edilmistir. Bu problemin integral alinmasi ile elde edilen problem de Kepler problemi olarak adlandirilmigtir.

1.4 Diinya yakininda serbest diisme hareketi

Diinya tizerinde, yergekiminin sabit oldugunu varsayarak serbest diigme hareketini ele alalim. m = sabit kiitlenin agirhgi h yiikseklik ¢ zaman
g ~ 981 cm/sn? siirtiinme ivmesini gostermek iizere, siirtiinme kuvveti

F=—mg

olarak gosterilir ve Newton denklemi
d*h
@ =Y
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olarak yazilir. Bunun ¢oziimi

h= —gt2—|—01t+02

olarak bulunur. Burada ¢, co keyfi sabitlerdir.

1.5 Sogutma (1s1nma) icin Newton modeli

Sogutma (1sinma) olayl, hayatimizin her alaminda kullanilan bir iglemdir. Havayi sogutma iglemleri, firimi sitma vb. Newtonun sogutma kurami
olarak adlandirilan model

d
k(T —1), k= sabit >0
dt
ile ifade edilir. Burada T (t) sogutulan nesnenin higbir etki gostermedigi sicakliktir(doyum noktasi). 7 (t) keyfi ¢ anindaki sicaklik ve ¢ zamamn
gostermektedir.
Bir binanin klima tarafindan isitildigini varsayalim. H () ile sicakligin artim oranimi A (¢) ile sicakhigin degigim oranin gosterirsek, yukaridaki denklemi

dr
%:k‘(T—t)—I—H(t)jLA(t)

olarak diizenleyebiliriz.

1.6 Mekanik titresim ve Sarkaclar

Yapraklarin riizgarda higirtisi, suyun dalgalanmasi bu modeller i¢in bazi fiziksel olaylardir. En temel salinim hareketi, bir yere sabit asili olan bir
bobinden agir bir cisimin ileri geri hareketidir. Hooke yasasina gore baslangic anindan kars tarafa olan hareketi

= —ky, k= sabit
olarak yazilir. Burada y yerdegistirmeyi gosterir. Stirtiinme kuvvetini de

dy
Fy=—]-=2
2 dt

olarak yazabiliriz. f (t) ile toplam dig kuvveti (riizgar) gosterirsek, Newton'un 2. kuralina gore
F=F+F+f(t)

ve model
Py dy
—Z 4L v ky=f(t
mg Tl T ky f ()
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1.7 Asfaltlarin cokmesi
Asfaltlarin periyodik bicimde ¢okmesi asagidaki diferansiyel denklem ile ifade edilir
'

T

burada u yolun diiz pozisyonundan ¢okmesi sonucu elde edilen yer degistirmesi ve f merkezka¢ kuvvetinin yogunlugudur.

=

1.8 Van der Pol denklemi

Elektrik kondensatorlerinin devreleri arasindaki elektrik akimi
dVv dl

olarak yazilir. Burada [ (¢) akim, V (¢) voltaj, R resistans, C' kondensatoriin kapasitesi, L bobinin indiiktansini gostermektedir. Burada V' yi y ile
gosterirsek, modeli

ay + byl +cy =0
olarak yazabiliriz. a = LC, b= RC, ¢=1.

1.9 Telegraf denklemi

Elektrodinamikte, kablolar iizerindeki akimi ifade eden denkleme telegraf denklemi denir ve modeli agagidaki sekilde ifade edilir:

Vg — e + (a+b) v +abv = 0,
1 G
2
= —_— = — b:
¢ ‘T

C = kapasite, L = kendini indiikleme, R = resistans, G = kacak.

1.10 Maxwell denklemi

Elektromagnetik alan 2 bilesene sahiptir. E elektrik alan gosteren vektor ve H magnetik alani gosteren vektor. Buna gore model bir ¢ift denklemden
olusur:

8_E
ot

o
ot

= ¢(VxH)—4rnj, V-E =47p

= —¢(VXE),V-H=0
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j ve p elektrik alkim ve yiiklenme yogunluklari, ¢ ~ 3 x 10'° 11k hizim gostermektedir. Bu denklem sistemini fizikte genelde

10F 4

_8_ = curlH — —Wj, divE = 47p
c Ot c

la—H = —curlE, divH =0

c Ot

seklinde gosterilir.

1.11 Navier-Stokes Denklemi

Yapigkan maddelerin akimi bu tiir denklemler ile ifade edilir

1
v+ (v.V)v+ ;Vp = vAv

p basing, p yogunluk, v akigkanin hizini1 géstermektedir.

1.12 Sulama(irrigation) sistemlerinin modellemesi

Sulama sistemlerinin matematiksel modeli
C () = (K (¥)vs), + (K (¥) (¥ — 1)), = 5 (¥)

seklindedir. Burada v topraktaki nem basinci, C' () topragin su kapasitesi, K () hidrolik iletkenligin doyum oram, S (¢) kaynak fonksiyonu, ¢ zaman,
x yatay eksen, z dikey ekseni gostermektedir.

1.13 Is1 denklemi
Yayilma(difiizyon) yonetmelerini ifade eden modeller genel olarak
ur =V - (k(z) Vu)
seklinde ifade edilir.

1.14 Burgers ve Korteweg-de Vries denklemleri

Burgers denklemi

Ut = U Uy + Vlgy
genelde akigkanlar mekaniginde ve nonlinear akustik problemlerinde kullanilmaktadir.
Korteweg-de Vries denklemi

Ut = U Up + HlUgee

kanallardaki biiyiik su dalgalarinin yayilmasini modeller.
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1.15 Finansta matematiksel model

Matematiksel finanstaki temel caligmalar dalgalanan stok fiyatlaridir ve agagidaki denklem ile ifade edilir

1
wp + §A2x2um + Bxu, — Cu=0, A, B,C = sabit.

1.16 Biiyuyen timor modeli

Bu model lineer olmayan diferansiyel denklem ile ifade edilir

Uy = .f (u) - (ucx)x
¢ = —g(cp)
p = h(u,c)— Kp

u, ¢,p sirastyla hastalikli hiicrenin konsantrasyonu, hiicre digi sivisi, proteaz (enzimlerin pargalanmasim saglayan enzim grubu).

1.17 Dalga denklemi

Tel vb. gibi maddeler iizerindeki dalgalanma hareketi
Ut — ]{?2 (ZII’) Ay =F (Zlf,t)
ile ifade edilir.

1.18 Diferansiyel Denklemlerin Tarihi

Diferansiyel denklemleri tanimadan ve onlarmn ¢éziimleri hakkinda bilgi sahibi olmadan once biraz tarihinden bahsedelim. Diferansiyel denklemler
konusu ilk olarak Isaac Newton(1642-1727) ve Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-1716) tarafinda 17 yiizyilda ¢alisilmaya baglanmigtir. Newton, Ingiltere
de biiyliytip, Trinity koleji- Cambridge de egitim almigtir ve 1669 da Lucasian (tiin professotliik hizmetlerinin bagh oldugu ) profesorii olmustur. Devrim
yaratan caligmalari: hesaplamada ve mekanik prblemlerde, 1665 yilinda gerceklesmistir. Matematik camisai tarafindan kabul gérmesine ragmen, Newton
elestiriler hakkinda c¢ok hassas oldugundan caligmalarini 1687 ye kadar basmamigtir. 1687 yilinda cok tinlii kitab1 Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica bailmigtir. Newton diferansiyel denklemler ile ¢aligmalarini yiirtitiirken, hesaplamada ve mekanikteki temel gelismeleri Euler tarafindan
saglandi. Newton, 1. mertebeden diferansiyel denklemleri dy/dx = f(z), dy/dx = f(y), ve dy/dz = f(z,y) formunda simflandirdi. Sonrasinda ise
f(z,y) = ve y nin polinomu oldugunda, serileri kullanarak ¢6ztim yontemi geligtirdi. Newton'un aktif galigmalar1 1690 larin baslarinda son buldu ve
daha once elde etmig oldugu sonuglarin yayinlanmasi ve diizenlenmesi ¢aligmalarini gergeklestirdi. 1696 da British Mint te tekrar profesor oldu. 1705
de sovalye olarak ilan edildi ve Westminster Abbey de gomiildii.

Leibniz, 20 yasinda Leipzig de Altdorf iiniversitesinde, filozofi alaninda doktora galigmasimi tamamladi Hayati boyunca, birkag alandaki ¢aligmalar:
ile mesgiil oldu. Oncelikli alanlar1 arasinda matematik vardir ¢iinkii 20 li yaglarinda bu alanda ¢aligmalar gergeklestirmistir. Newton dan biraz sonra
olmasina ragmen diferansiyel denklemler ile ilgili temel sonuglara ulagsmigtir fakat 1684’te Newton dan o6nce basilmigtir. Matematiksel notasyonlar
kullanma konusunda ¢ok iyidir ve tiirev igin dy/dx ve integral semboliiniin kullamimlari ona aittir. 1691 yilinda degiskenlere ayirma yontemini
vermigtir ve homojen denklemleri, degigskenlerine ayrilabilen diferansiyel denklemlere indirgemigtir. 1. mertebeden diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinii
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1694 yilinda vermistir. Hayatin bir elgi gibi yagamigtir ve Alma kraliyet ailelerine tavsiyelerde bulunmusgtur. Bu gorevi sayesinde, ¢ok sayida gezi
diizenlemis ve yazismalarini diger matematikgcilere tasiyabilmistir. Ozellikle de Bernoulli kardeslere. Bu igbirligi sayesinde pek ¢ok problem 17 yiizyilda
¢oziilebilmigtir.

Jakob(1654-1705) ve Johann(1667-1748) Bernoulli kardegler diferansiyel denklemlerde yontemler gelistirip bunlarin uygulama alanlarini genigletmislerdir.
Jakob, 1687 de Basel de profesor olmustur. Johann, kardesinin 1705 yilinda 6lmesinden sonra ayni goreve getirilmistir. Her iki adamda kavgaci kiskang
ve ozellikle de kendi tartigmalarinda sikca karigtirhirlardi. Yine de her ikisi de matematikte ¢cok énemli geligmelere imza atmiglardir. Hesaplamalarin da
yardimi ile mekanikte diferansiyel denklem olarak ifade edilen problemler iin ¢oziim yontemleri gelistirmislerdir. 1690 da Jacob y/ = [a®/(b*y — a®)]"/?
diferansiyel denklemini ¢dzmiigtiir ve makalesinde ilk defa integral terimine yer vermistir. 1694 te Johann dy/dx = y/ax. diferansiyel denkleminin
¢oziimiunii elde etmistir. Geligtirdikleri en 6nemli problemlerden birisi de brachistochrone problemidir.

Johann’m oglu olan Daniel Bernoulli(1700-1782), daha heniiz yeni kurulmus olan St. Petersburg akademisen gi¢ etti ancak 1733 de Basel’e botanik
ve daha sonra da fizik profesorii olarak geri déndii. Temel ilgil alanlar arasmnda kismi diferansiyel denklemler ve onun uygulamalr1 vardi. Ornegin
adi, akigkanlar mekanigindeki diferansiyel denklemlere verilmistir. Ve ayrica daha sonra Bessel fonksiyonlar: olarak adlanadirilacak olan fonksiyonlar
ile caligmigtir.

18 yiizyilin en 6nemli matematik¢ilerinden birisi de Johann Bernoulli'nin 6grencisi olan ve Basel yakinlarinda yagayan Leonhard Euler(1707-1783) dir.
1727 de arkadasi Daniel Bernoulli yi takip ederek St. Petersburg a girmistir. 1727-1741 ve 1766-1783 yillar1 arasinda St. Petersburg akademisinde
1741-1766 de Berlin akademisinde ¢aligmistir. Euler biitiin zamanin en vermli matematik¢ilerinde biridir ve tiim caligmlari toplamda 70 dergiyi gecer.
Ilgi alam matematigin ve uygulamanm tiim alanlarim kapsar. Yasaminm son 17 yilim kér olarak gecirmesine ragmen, élene kadar ¢alismlarini devam
ettirmigtir. Ozellikle de mekanigi matematikde ok iyi kullanirdi. Lagrange, Eulerin mekanik uygulamalri icin ”analizdeki en énemli cahgma hareketin
bilimine uygulandi” tabirini kullandi. Diger ¢aligmalari ile birlikte 1734-35 de diferansiyel denklemin tamlik kosulunu verdi ve ayni caligmada integral
faktorii teorisini gelistirdi. 1743 de sabit katsayili, homojen lineer denklemler i¢in genel ¢oziim kavramini verdi. 1750-51 de ayni teoriyi homojen
olmayan denklemler i¢in genigletti. 1750 lerin baglarinda, diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin kuvvet serisi uygulamalrini gelistirdi. 1768-69 lerde
niimerik ¢oziim yontemleri geligtirdi.

Joseph-Louis Lagrange(1736-1813), 19 yaginda Turin de profestr oldu. 1766 da Berlin akademisinde Eulerin varisi oldu ve 1787 de Paris akademisine
gecig yaptl. En onemli caligmas1 1788 de basilmig olan Me “caniqueanalytique, Newton mekaniginin ¢ok kapsamh ve ¢ok giizel bir konusudur. 1762-65
de , n. mertebeden homojen diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiiniin, n tane lineer bagimsiz ¢éziimlerinin lineer kombinasyonu oldugunu gosterdi.
1774-75 de parametrelerin varyasyonu olarak biline ¢aligmay1 gelistirdi ve kismi diferansiyel denklemler ile varyasyonel hesaplamalarda c¢ok temel
caligmalart mevcuttur.

Pierre-Simon de Laplace(1749-1827) ¢ocuklugunu Normandy de gegirdi ancak 1768 de Parise gelerek ve 1773 de Acade “mie des Sciences’t kazanarak
bilimsel ¢emberde ¢ok 6nemli gelismelere imza atmanin baglangicini yasadi. Astroloji’de mekanik alaminda galigmalarda bulunmustur. Laplace
denklemleri matematiksel fizigin temel denklemlerini olsturur. Laplace dontigiimlerinin faydas: ise sonlara dogru daha iyi anlagilmigtir.

18 yiizyilin sonlarina dogru diferansiyel denklemlerinin ¢oziim ile ilgili teori geligtirilmigtir. 19. yiizyilda ise daha teorik bir sorunun cevabri irdelenmistir:
varlik ve teklik. Kismi dfireansiyel denklemler ¢alisilmaya basglanmig ve onlarin matematiksel fizige uygulamalar: ele alinmistar.

Bazi diferansiyel denklemlerin analitik anlamda ¢oziimlerine ulagilamamasi niimerik ¢oziim kavramim getirmigtir. 1900 li yillarda niimerik integral
gelistirilmistir fakat uygulamalari, elle hespalamalarin veya ilkel hesaplama araclarimmin kisithhg ile cok yaygmlasmamstir. Ozellikle son 50 yil icinde,
hesaplama araclarinin ilerlemesi ve uyduya bagh bilgisayarlarin varligi ile uygulama alanlari oldukca yayginlagmisgtir.
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20 yiizyil, diferansiyel denlklemlerin geometrik ve toploji olarak yeni bir kreasyonudur. Amag, ¢oziimiin geometriksel olarak davranig niteligini
anlamaktir. Daha fazla bilgiye ihtiya¢ duyuldugunda, ntimerik yontem ile elde edilen veriler kullanilmigtir.
Son birkag¢ yilda bu iki trend birlikte gelmistir. Bilgisayarlar, lineer olmayan diferansiyel denklem sistemlerinin ¢aligilmasina hiz katmistir.

2 Egri ailesinin diferansiyel denklemleri

(z,y) diizleminde
y=f(z,c1,09, ... ¢) (2.1)
egri ailesini diiginelim. Kapali formada
o (z,y,c1,¢05.0i¢) =0 (2.2)
seklinde yazabiliriz. Burada cy, co, ..., ¢, uygun parametrelerdir. Egrinin kapali formunda kapali fonksiyonlarin tiirevi kuralini uygulayarak n defa tiirev
alabiliriz.

Iy v
= 2.
Po Py Pp o, Oy
2 - —
Ox? * Oxdy * 0y? v dy yr 0
" Op n)
R T

n bilinmeyenli sistmede ¢y, co, ..., ¢, parametrelerini yok edersek,

F(zyy,....y"™) =0

n. mertebeden diferansiyel denklemini elde ederiz.

_ 2.1. z,y,y/,...,y"™ degiskenlerine bajls F fonksiyonun tam diferansiyel denklemi

OF oF oF oF
D, F = — + yl— + y/l— m_—=
TR e il i w R A ey
olarak gosterilir. Buna gore (2.3) sistemi asaqidaki sekilde yazilur.
Dy =0, D2p=0,...,D"0 =0 (2.4)

Ornek 2.2. Dogrular ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

-wzy—az—byazarak (4) ten
Dyp=yl—a=0, D2p=yn=0
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son denklem hi¢ bir parametre icermedigi i¢in diferansiyel denklemi 2. mertebeden lineer denklem olarak
ylr =0
seklinde ifade edebiliriz.
Ornek 2.3. Paraboller ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.
- Paraboller ailesini y = ax? + bz + ¢ olarak yazabiliriz. ¢ =y — ax? + bx + ¢ fonksiyonunu (24 te kullanirsak,
Dyp=yl—2ax —b=0, Dip=ylt —2a=0, D} =ym=0

xT

elde ederiz. Boylece paraboller ailesinin diferansiyel denklemi 3. mertebeden lineer denklemdir.

_ 2.4. (Cemberler ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.
- Cemberler ailesini (y — b)* + (z — a)® = ¢ olarak yazabiliriz. ¢ = (y — b)*> + (z — a)® — ¢® fonksiyonunu (Z4) te kullanirsak,
Dop=2(y—b)y +2(x—a)=0, D2p=2+2yr> +2(y —b)yit =0, D> = 6yryrn +2(y — by =0

elde ederiz. 2. denklemden y — b= — (1 + y/?) /y/ elde ederiz. Bunu 3. denklemde yerine yazarsak,

yryn*
L+y?

yl — 3

denklemini elde ederiz.

_ 2.5. Hiperboller ailesinin diferansiyel denklemini bulunuz.

- Hiperboller ailesini (y — a) (b — cz) = 1 olarak yazabiliriz. ¢ = (y — a) (b — cx) — 1 fonksiyonunu (2.4)) te kullanirsak,
Dyp=(b—cx)y—cly—a)=0, D2p=(b—cx)yl —2cy! =0, D> = (b— cx)yn — 3cyn = 0
elde ederiz. 2. ve 3. denklemden (b — cz) terimini yok edersek,
Y — 5 g =0
denklemini elde ederiz.
Uyar1 2.6. Tam diferansiyel ve kismi diferansiyel arasindaki fark:, asaqidaki sekilde kavrayabilriz: Tam diferansiyller
Dy (z) =1, Dy (y) =g/, Do (xyl) =yl + zyn
seklinde iken, kismi diferansiyel denklemler
Oz oy 0 (zy!)

ox " Ox T Ox y







Chapter 1

Diferansiyel denklemler ve onlarin coziimleri

3 Diferansiyel denklemlerin siniflandirmasi

- 3.1. Bilinmeyen fonksiyon ile onun tirevieri arasindaki bagintiya diferansiyel denklem denir.

- 3.2. Bilinmeyen fonksiyon bir degiskenli ise denkleme adi diferansiyel (ADD) (ordinary differential equation ODE) denklem denir, eger
fonksiyon ¢ok degiskenli ise kismi diferansiyel (KDD) (partial differential equation PDE) denklem denir.

- 3.3. n tane bilinmeyen fonksiyonu iceren m adet diferensiyel denkleme kisaca diferansiyel denklem sistemi denir. Burada m ile n esit olmak
zorunda degildir.

fTanim 3.4. Denklemin mertebesi, denklemdeki en yiksek mertebedeki tirevdir. Benzer sekilde sitemin mertebesi, sistemdeki en yiksek mertebeli
tirevdir.

- 3.5. Bir diferansiyel denklemde bulunan en yiksek mertebeli turevin tssiine, bu diferansiyel denklemin derecesi denir.

- 3.6. Bir diferansiyel denklemdeki bagimly degisken ve tim tirevleri birinci dereceden ise,diferansiyel denkleme lineer diferansiyel denklem
denir.n. mertebeden adi lineer diferansiyel, bagimly degisken y ve bagimsiz degisken x olmak tizere, asagidaki formda gosterilir.

n n—1

Y "y dy _
ag () e + ay (7) T +-+a,q(2) I +a,(x)y = b(r) veya

ag (2) Y™ + a1 (2) y" T o (@) Y+ an (2)y = b(x)
Dolayswyla icerisinde y> ,(y!)?, yyt, yry!, siny, exp (y) gibi terimler bulunan denklemler lineer degildir. Bunun yaninda denklem x*, xy!t, sinz, exp (— sin
turinden ifadeler icerebilir.

3

Ornek 3.7. yM + xyl —exp (y) = 0, 2. mertebeden lineer olmayan adi diferansiyel denklemdir.

11
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.o 4 3 . . . -
Ornek 3.8. 3731 + 372372 + 373% = xexp (x), 4. mertebeden lineer adi defreansiyel denklemdir.

Ornek 3.9. u, = k (2) uge veya % — k (z) % 2. mertebeden lineer kismi diferansiyel denklemdir.

Ornek 3.10. % — %;‘2 =0, 883:1 % =0, 3. mertebeden kismi diferansiyel denklemler sistemidir.

4 Temel Kavramlar

WBamim| 4.1. Birinci mertebeden ADD ile
d
F(x,y,y/)ZoﬁF(x,y, d—y) =0 (4.1)
x
veya

yi=F () e L=y (1.2

formlarina distinecegiz.

- 4.2. n. mertebden ADD ile

. dy d*y d™y
F(a:,y,y/,y//,...,y( )):O(:)F(x 20 dajz,...,%):o (4.3)
ya da
_ d"y dy dy  d'ly
(n) — (n—1) 29 _ kd zJ
y f ('T7 y? y” y”’ A y ) d f ( 7 ) d dx2’ et daj‘”_l (4'4>

Manim 4.3. Keyfi g () fonksiyonu ézdes olarak [4-3).denklemini saglyorsa g (z) fonksiyonuna ({.3) denkleminin integrali ya da ¢ézimi denir. (bkz
Uyari [{.6)
Uyar1 4.4. ADD genelde bir I araliginda tanvmlanir. Béylece g (x) fonksiyonu n mertebeye kadar tirevi olan bir fonksiyon ve (4.3) denkleminde y

yerine g (x), y! yerine g/ (z),. .., y™ yerine ¢ (x) yazdigrmizda [I-3) denklemi saglanyorsa, y = g (x) fonksiyonuna I arahginda (7.3) denleminin
bir ¢ozimi denir.

Ornek 4.5. y = sinx fonksiyonu yi +y = 0 denkleminin (—oo, 00) araliginda bir genel ¢ézimidir.

Uyar1 4.6. (4.9 denkleminin ¢ézimiy = g (x) agik formunda olmak zorunda degildir. Ayni zamanda h (z,y) = 0 kapali formu ile de verilebilir. Buna
gore tirevleri kapaly fonksiyonlar i¢in tirev formili kullandarak bulunur. Béylece benzer sekilde ({.3).denklemi ozdes olarak h (z,y) = 0 fonksiyonunun
her noktasinda 6zdes olarak saglanwyorsa h (z,y) = 0 fonksiyonu ([{-3) denkleminin integrali ya da ¢ozimidir.,yn, ... ,y™ (Bkz. Ornek[.33)
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Ornek 4.7. 22 + 42 = 4 fonksiyonu

x
ylr=—— 4.5
) (4.5)

denkleminin kapaly formda ¢ozimiidiir. x® + y?> —4 = 0 ¢emberinde kapal fonksiyonlar icin tirev bagintisina kullanirsak 2z + 2yy! = 0 elde ederiz,
boylece (4.3) denklemi saglanar. (—2,0) ve (2,0) noktalarinda y = 0 oldugundan bu noktalar: hari¢ tutmalwyz. (Bkz. Ornek Ornek[{.57).

Uyar: 4.8. (/.9 denkleminin geometrik yorumu: f(x,y), Q bdlgesinde taniml bir fonksiyon olsun. ([{.2) denklemine gére her (z,y) € Q) noktasinda
bu noktadan gegen ve egimi y! olan bir dogru (dogrusal eleman) vardir. Béylece bu dogrularin olusturmus oldugu alana kisaca dogrultu alan: denir.
Buna gore Q) bolgesindeki egriyi bulmak, dogrularin herbir noktasindakt tanjant, bulmaktor.

Buna gore 2. mertebeden
yn = f(z,y,y)
denklemi igin y// yani ¢oziim egrisinin egriligi bulunmalidir. 3 ve daha yiiksek mertebeden ADD i¢in benzeri geomtrik yorumlar yoktur.

iamin] 4.9.

fonksiyonlar:

ti=01(2), y2=92(2) ..., Yo = gn (¥) (4.6)

yi = fl (x>y1ay2>"'>yn)
yé:fé (xvyby%"'vyn) (47)

y;L = fn ('T7y17y27 s 7yn)
sistemini ozdes olarak saglhyorsa, [{-0)) fonksiyonlarina sistemin ¢ozimii (integrali) denir.
Bu durumda da ¢éztimleri kapali fonkiyon gibi diigiinebiliriz. (Bkz Uyar: [4.6]).
Uyar1 4.10. n = 2 durumu i¢in yy, yo fonksiyonlars yerine bilinmeyen vy, z fonksiyonlarna ele alalim. Buna gore ({.0) fonksiyonlar:
y=0(x), z2=g2(2)
geometriksel olarak bir egri tanvmlar (8 boyutlu uzayda). Bu sebepten otird ([{.6) fonksiyonlary ({.7) sisteminin integral egrisi diye adlanduriler.

Uyar1 4.11. Genel olarak (4.7) sisteminde bilinmeyen fonksiyon sayisi ile denklem sayisi esit olmak zorunda degildir. Fakat ¢ozim tanima aynadar.
Yine de ¢ozumin varlhgi ve tekligi hakkinda bir genelleme yapmaliyiz.

RO 4.12. (7.7 sistemi ve

P(CL, bl,bg,...,bn> (48)
noktasin ele alalvm. ([{.7) sistemindeki f1, fo, ..., fn n+ 1 degiskenli ve degiskenleri x,yy,ya, ...,y olmak tzere, P noktasiman bir O komsulugunda,
strekli ve y1,Ya, . .., yn degiskenlerine gore sirekli kismi tirevlere sahip fonksiyonlar olsun. O komsulugunda ([.7) sistemini ve

g1(a) =01, ga(a) =Dy,...,gn(a) = b, (4.9)

kosulunu (baslangi¢ kosulu) saglayan g1 (x), g2 (x), ..., gn (x) fonksiyonlar: vardur ve bu fonksiyonlar tektir.
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- 4.13. Bir problem diferansiyel denklemi ve belirli kosullar:y icerir. Problemdeki kosullar x in bir degeriyle ilgili ise bu durumda probleme
baslangic deger problemi, x in 2 degeri ile ilgili ise sinwr deger problemi denir.

Ornek 4.14.
yn+y =0,
y() =3
y' (1) = —4
baslangi¢ deger problemidir (BDP)- (initial value problem IVP).
Ornek 4.15.
yn+y = 0,
y(0) =1

/G -

Uyar1 4.16. Uyari[{.10’e gire fi, fo, ..., fn fonksiyonlar O komsulugunda yukaridaki kosular: saglyorsa (.7) sisteminin P noktasindan gegen bir
tek integral egrisi vardar.

sinar deger problemidir (SDP)- (boundary value problem BVP).

Ozel durumda of

fonksiyonlar1 P noktasinin O komsgulugunda siirekli ise
yr = f(z,y)

denkleminin bir tek integral egrisi mevcuttur ve bu egri P noktasindan geger.
Uyar1 4.17. Eger her x € [a,b],y1,y2 € [c, d] i¢in

|f (@, 1) — f(2,92)| < Ky — o (4.11)
esitsizliging saglayacak sekilde pozitif bir K saist bulunabilirse f (:{7., y).fonksiyonu y degiskenine gire R
(a <x <b,c<y<d) bilgesinde Lipchitz kosulunu saglar denir. Ozel olarak f (z,vy).fonksiyonu y degiskenine gore R bélgesinde tirevi mevcut ve
of
dy

kosulu saglanwyor ise (.11 kosulu saglanwr. Fakat tersi dogru degildir. Yani y degiskenine gore tirevi mevcut olmayabilir fakat [{.11) kosulunu
saglayan fonksiyonlar da vardwr. Asaqidaki 6rnek bununla ilgilidir.

<K (4.12)
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Ornek 4.18. f(x,y) = |y| fonksiyonu y degiskenine gore kismi tirevi yoktur ancak Lipschitz kosulunu saglar. Gergekten

yal = lwll < lyr —w2l, K =1
saglanar.

BEORER 2.19. [ (x,y) fonksiyonu Q(a —h <z <a+h, b—k <y <b+k) blgesinde siirekli olsun (Siirekli fonksiyon kapal aralikta sunvrldir yani
Q bolgesinde |f (z,y)| < M kosulunu saglayan pozitif M sabiti mevcuttur.) ve ([({.11) kosulunu saglasin.

k
d=min | h, —
mm( ’M)

y! = f(z,y)

olmak tizere [a — d,a + d] araliginda

denklemini saglayan y = g (x) bir tek ¢ozimi vardar.
Uyar1 4.20. Lipschitz kosulu ve Teorem [{.19'ye benzer teorem (4.7) sistemi i¢i de formiile edilebilir.
Uyar: 4.21. Cézimin varlge icin f (z,y) fonksiyonun sirekliligi yeterli bir kosulken teklik icin yeterli degildir.
Ornek 4.22.
1 3
-0 - —(x—2

y=0wvey=-(r-2)

fonkssyonlar yl = /y? denkleminin integral egrisidir.

IS 1.23.

y " = f(zyynm, .y Y) (4.13)
diferansiyel denklemini ve P (a,by, by, ..., b,) noktasin ele alalim.

f aof of of
) ay? ay/? ?8y(n_1)
fonksiyonlar:y sirekli olsun. Bu durumda P noktasinin bir komsulugunda ({.13) denklemini ve
g(a) :bl7 gl(a) :b27"'7g(n_1) ('T) :bn (414)
kosulunu saglayan y = g (x) tek ¢ézimii mevcuttur.
Uyar1 4.24. Lipschitz kosulunu kullanarak ([{.13) denklemi i¢cin Teorem[{.19’ye benzer bir teorem formiile etmek mimkindiir.
Teorem lokal karakterlidir. Yani

Y a1 (2)y" Y - an (@) g+ ag (2) y = b (x) (4.15)
denkleminin ¢oziimiiniin varligi ve tekligi I araliginda mevcuttur.
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Uyar: 4.25. ({.13) denklemi icin ([{.14) kosullar saglansin. (n+ 1) boyutlu P (a,by,bs,. .., b,) noktast verilsin. @ bélgesi P noktasina i¢eren bélge

ve ([{13) denkleminin bu noktada Teorem [[.23’e gire tek bir ¢ézimi olsun. Buna gére asagida bu tarz denklemler i¢in genel ¢ozim kavramuna
tanimlayacagiz.

fanim 4.26. (7.13) denkleminin ¢oziimii n tane bagimsiz keyfi sabit iceriyorsa bu ¢oziime Q bélgesinde (F13) denkleminin genel ¢ozimii (integrali)
denir.

Uyar1 4.27. Eger sabitlerden herhangi birisini, digerleriyle yer degistirmek mimkin degil ise bu durumda bu sabitlere bagimsiz denir. Yani hi¢ biri
gereksiz degil ise.

Ornek 4.28.
Y = ¢1exp 22 + o exp (—1)
fonksiyonu
yl —yl —2y =0
denkleminin genel ¢ozumudir.
c1exp (T + ¢2)
fonksiyonu
yt—y =20
denkleminin genel ¢ozimi degildir. Ctinki
c1exp (4 c2) = crexp (z)exp (c2) = Kexpa
olarak yazabiliriz.

Uyar: 4.29. Genel durumda

F(z,y,yny,....y™) =0 (4.16)
denklemi i¢in genel integralden bahsetmek ¢ok mimkiin degildir. Ciinki ¢ézimiin tekligi sorusunun éncelikle cevaplanmasu gerekmektedir. Ornedin
yr* — 'ty =0 (4.17)

denklemi asagidaki degerler i¢in saglanar:
yr =y, yl = —a’y
Eger belli bir bolgeden ve ya baslangig kosullarindan bahsediyorsak, ([{-16) denkleminin genel ¢ozimiinden bahsetmek mimkindir.

- 4.30. Eger her noktada ¢ézimiin tekligi kosulu saglanmaiyorsa bu durumda y! = f (x,y) denkleminin ¢ézimine tekil ¢ézim (integral) denir.

Ornek 4.31. y = 0 integral egrisi
Yy =y’
ADD nin tekil ¢ozimidiir ¢iinki (2,0) noktast boyunca

= o 3
y—27(3j 2)
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fonksiyonu da diger bir integral egrisidir.

Uyar: 4.32. y/ = f(z,y) denklemi bir parametreli genel ¢oziime sahiptir. Eger ¢ozim mevcut ise verilen denklemin tekil integraline egittir.

Uyar1 4.33. f(x,y) # 0 i¢in

dy 1
— 4.18
de  f(x,y) (4.18)
denklemsi ile p
T
B 4.1

denklemi denktir. f(x,y) = 0 durumunda ({.18) denklemi tanimsiz tken ({.19) denklemi tanvmbidur. Béylece genelde ([{.18) denklemine (4.19)
denklemini ekleriz ve ({.18) denkleminin integral egrisi ile hem ([{.19) denkleminin hem de ({.18) denkleminin integral egrilerinin disinecegiz.

Ornek 4.34.
4y —4=0 (4.20)
cemberi
x
yr=—=
Y
(—2,0),(2,0) noktalarnda bile ADD nin integral egrisidir. Cinki bu noktalarda ([{-20) fonksiyonu
dv __y
dy

ADD i saglar.






Chapter 2

Birinci mertebeden ADD

5 y/= f(x) formundaki denklemler

f (z) verilen I arahginda siirekli bir fonksiyon olmak tizere

yr = f(z)
ADD nin genel ¢oziimii
y = / f () dzx
seklindedir ve belirsiz integral keyfi sabiti igerir.
y (zo) = yo

baslangic kosulu verildiginde ¢6ziim
y:yo—l—/ f(t)dt
zo
seklindedir.

Ornek 5.1.

/

y = 32°

ADD nin ¢ozimaini bulunuz.

y:/3x2dx:>y:x3+c

19
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Ornek 5.2.
y = 327
y(3) = 27

BDP nin ¢ozimiini bulunuz.

?J:/3x2dx:>y::v3+c:>27:27+c:>c:O:>y:x3

Ornek 5.3.
y" =sinz

ADD nin ¢ozimaini bulunuz.

y':/sinxdxiy':—cosx—l—cl:>y:—/(cosx+cl)dx:>y:—sinx+clx—i—cg

Ornek 5.4.

y = 32 —6r+1
y(=2) = 0

BDP nin cozimini bulunuz.

y:/(3x2—6x+1)dx:>y:x3—3x2+x+c:>02—8—12+c:>c:202>y:x3—3x2+x+20

Ornek 5.5.

BDP nin ¢ozimiini bulunuz.



2. y/ = f (y) FORMUNDAKI DENKLEMLER

y' = /exp(—x) dr = y" = —exp(—z) + 1 :>y/:/(— exp(—z) +c1)dr =y =exp(—z) + 1z + ca =
12 —1= —1+Cg
y = /(exp(—x)+c1x+c2)da::>y:—exp(—x)+01?+c2x—|—03:> l1=1+¢ =
3:—1—|—Cl
y = —exp(—z)+ 22

6 y/ = f(y) formundaki denklemler

f (y) # 0 siirekli bir fonksiyon olmak iizere (Bkz. Uyar1 £33])

yr=f(y)
ADD ni
dv 1
dy  f(y)
olarak yazabiliriz. Buna gore genel ¢oziim
dy
r= | —/——
/()
dir ve egri (¢, yo) noktasindan gegiyorsa ¢oztim
Yodt
T —x9= —
v (1)
formundadir. Eger f (yo) = 0 ise ¢dziim
Y=Y
seklindedir.
Ornek 6.1.
yr=y% y#0
ya da
dv 1
dy
ADD nin ¢ozimii
—1
r=—+c
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ya da

1

y =
c—x

dir. Eger ¢ézim (3,1) noktasindan geciyorsa ¢ozim

1

7= 4—x
Eger ¢ézim (3,0) noktasindan gegiyorsa ¢ézim
y=0
dir ¢unki
y=0=y=c
ve baslangi¢c kosullarindan y = 0 elde ederiz.
Ornek 6.2.
TR
YTV T
ADD nin ¢ozimini bulunuz.
1 dy 1
"= —— (-3 = | Y =— | —dv=
y (=3+y) / - / -0z
1 1
Injly —3| = —gx+lnc:>y—3:cexp —52
Ornek 6.3.
y'=2y—-1

ADD nin ¢ozimauini bulunuz.

dy
Y Y :>/2 =1 /x:>

y—1 = 24c=y=1+(z+c¢)’



2. DEGISKENLERINE AYRILABILEN ADD

7 Degiskenlerine ayrilabilen ADD

eSO 7.1. f (¢), [a,b] arahginda sirekli, g (y), [c,d] arahgnda sirekli fonksiyonlar ve g (y) # 0 olsun.
@)
9()

/f(x)dwzfg(y)dy

f(rc)dxz/yg(y)dy

ADD nin ¢ozimii

formundadur. Eger ¢ézim (xq,yo) noktasindan gegiyorsa

Uyar1 7.2.

denklemi icinde benzer teorem gecerlidir. Cozim

seklindedir ve ¢ézim (o, yo) noktasindan gegiyorsa

dir. Eger g (yo) = ise ¢ozim

Y=Y
dar.
Ornek 7.3.
yl = xy’sinx
y(0) =1
BDP nin cozimini bulunuz.
- Degiskenlere ayirma yontemini kullanirsak
/ d_g; = / xsin xdx
elde ederiz. Bu durumda genel ¢oziim !
%% =xcosr —sinx +c
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ve ¥ (0) = 1 kogulundan ¢ = 1/2 elde edilir. Boylece ¢oziim

1
© V2rcost —2sinx + 1

Y

y (0) = 41 kogulundan dolay1 pozitif kok alinmigtir.
Aym denklemin y (0) = 0 baglangi¢ kosullu ¢6ztimii y = 0 dir.

Ornek 7.4.
yl = _L> T 7& 3
r—3
denklemini ¢oziiniiz.
- Denklemi
d d
dy _ __dw
Y r—3
seklinde yazabiliriz. Buna gore denkleminin ¢oziimii
Iny = —In(zx—3)+Inc
ylx—=3) = ¢

Ornek 7.5.
(3z 4 8) (y* +4) de — 4y (2” + 52 +6) dy = 0

denklemini ¢oziiniiz.

- Denklemi

(3z +8) 4y
dx — dy =0
(% 4 5z + 6) * (Y2 +4) Y

seklinde yazabiliriz. Buna gore

(3x + 8) B 2y
T2 s

2 1 2y
dr —2 dy = 0
(x+2+x+3) ! y2+4y

dy = 0




denkleminin ¢oztimii

Ornek 7.6.

denklemini ¢ozuniiz.

- Denklemi

seklinde yazabiliriz. Buna gore

%ln(:cz—i—l)—i—/wdy—/

denkleminin ¢oziimii

Ornek 7.7.

denklemini ¢oziiniiz.

2. DEGISKENLERINE AYRILABILEN ADD

ln(x+2)2+ln(:c+3)—ln(y2+4)2 -
(z+2)° (z +3)

In

(y* +4)°
(x + 2)2 (x+3)

(y? +4)°
(z+2)°(x+3) =

Inc

Inc

C

c (y2 + 4)

x(y+1)°de + (2”7 + 1) yeVdy = 0

@
/ e / ( yey1>2dy
y
(y+1)* W e —u ‘
(yﬁ)2_dvz>v:_(yi1)
—1n(x2+1)+/ "y (— : +/ “ dy)
(y+1) (y+1) (y+1)
—ln(:c2+1)+ < =c
(y+1)
@_ x
dvy(1—a2)'?

Y

2

c =

25
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- Denklemi

x
ydy — mdw =0
seklinde yazabiliriz. Buna gore
/ ydy — / X Sdr = 0
§y + (1 )1/2 = c=>

denkleminin ¢oztimii

1

§y2 + (1 — x2)1/2 =c

8 Homojen ADD

f(tety) =t"f (z,y)

formunda yazilabilen fonksiyonlara n. dereceden homojen fonksiyonlar denir. Sag taraf fonksiyonu 0. dereceden homojen olan

formundaki ADD lere homojen denklemler denir.

Uyar1 8.1. Verilen bir ADD in homojen olup olmadiginy anlamak i¢in

[tz ty) = f(2,9)

bagintisinin saglanmast gerekmektedar.

Ornek 8.2.
yl = 1nx—lny+x—+y:>f(x,y):1nx— Ty
r—y -y
tr  tx+ty
t,t = In— =
f(tz, ty) R f(z,y)

oldugundan ADD homojendir.



2. HOMOJEN ADD

Ornek 8.3.
3 3
y° + 2xy y° + 22y
yo= > flay) =T
B33 4 220y tyd + 22y

oldugundan ADD homojen degildir.
Coztim i¢in (BJ]) denklemi yerine

z(m):#yaday(x):xz(x)

bagintisi olan z (z) fonksiyonunu bulmaya ¢aligalim. 2. bagintiy1 kullanirsak

yl =z +xzl
elde ederiz. Bunu (81]) denkleminde kullamrsak
z+xzl = f(2)
veya
o fE) -
x

ADD yi elde ederiz. Bu denklem degigskenlerine ayrilabilir ADD elde ederiz.
Ornek 8.4. y = eV/* + % ADD nin ¢ozimiind bulunuz.

- u=y/r =y =2au=1y =u-+ xu ifadesini denklemde yerine yazarsak

u+zu = e'+u=e U ==
—ud 1 1
L —:>/e_“du:/—d:c:>
dx T T
_ _ c
— " = lnz—lnc=e"=ln—=
T
—u = 1nln£:>u:—lnlnE
T T

Ornek 8.5. (Vy+z+y—2z)de — (\Jy+z—y—2)dy =0 ADD nin ¢ézimini bulunuz.

27
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- Denklem homojen ADD dir. u = y/x = y = zu = y' = u + zu’ ifadesini denklemde yerine yazarsak

/ \/y+:):+\/y—:£

y =
Vyte—Vy—x
wt o — \/xu+x+\/:cu—x:>
Vau+x—/ru—x
"yt — Vu+14+vu—1
Vu+1—+yu—1
u+au = (\/u—|—1+\/u—1)2
u+1—(u—1)
1 —1+2vu2—1
_ utltu + “ —u+Vii—1=
/ —
Tu = Vu :>/ ] / mt

Inju++vu2—1 = mhr+he=u+Vui-1l=cx =

u=y/x
2
g—i— (Q) -1 = cx
T

Ornek 8.6. (322 + 9xy + 5y2) dx — (622 + 4ay) dy = 0,y (2) = —6 BDP nin ¢ozimiini bulunuz.



2 yr=f (Wiﬂﬁl) FORMUNDAKI ADD

azx+boy+ca

- Denklem homojen ADD dir. u = y/x = y = zu = y' = u + zu’ ifadesini denklemde yerine yazarsak

/

u+ xu
u+ xu

xu’

21n [3u + u? + 3|

(13- +)

(Bu+ v+ 3)2

322 + 9zy + 5y?

622 + 4y
322 + ux? + 5ua?
622 4 duz?
3+ 9u + 5u? o — 3+ 9u + 5u? — 6u — 4u?
6 + 4u 6+ 4u

3u+u2—|—3:>/ du + 6 P /dx:>
- ——du = -
4u+6 3u+uz+3 x

Inz+Inc= (3u+u2+3)2:cx =

u=y/x

2 9
cx=y(2)=-6=(-9+9+3) :2c:>c:§
9
—x
2

9 = f(UTHhwta) gormundaki ADD

aox+boy+co

olmak tizere

ADD nin ¢6ziimii i¢in

a; by
az by

£0

a1+ by + ¢y
s + by + o

r=X+h, y=Y+k

degigken degistirmesi yapilir. Bunu ([@.2)) denkleminde yazalim:
ay

ax

CllX + bly + alh + blk +C
CLQX + ng + CLQh + bgk + C2

29
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diferansiyel denkleminde
a1h+blk+01 =0
a2h+b2k+c2 = 0
olacak sekilde secersek
dy . alX + bly
dX N agX + b2Y
denklemini elde ederiz ki bu denklem homojen denklemdir ve homojen denklemler icin gegerli olan ¢6ziim yontemi kullanilir.
Eger (@) determinant1 sifir ise yani asx + boy = k (a1 + b1y) ise (O.2) denklemi kolayca ¢oziiliir.
z=aax + by = asx + by = k=z

yazarak
zl — aq

b

z/:a1+b1y1:>y/:

ifadelerini ([0.2)) denkleminde yazarsak

kz+co

Z—/—ﬂ—l— <z+cl):> dz iy
bl bl k‘Z‘l‘CQ a1+b1f<ﬂ)

degiskenlerine ayrilabilen ADD elde ederiz.

Ornek 9.1.
20 —y+9
Yyl = ——-
T —3y+2
ADD nin ¢6ziimiinii bulunuz.
2 —1
55
oldugundan (@3] denkleminin ¢ozersek h = —5, k = —1 buluruz. z = X — 5, y =Y — 1 yazdigimizda ve denklemde yerine yazdigimizda
dy 2X-Y
dX X -3Y
homojen denklemini elde ederiz.
Y
z = < Y =2X
dontigiimiinii denklemde yazarsak
d — d 2—-2 2
X—Z+z: ZyadaX—Z— 23z




ajx+b c
2 yr—f (%) FORMUNDAKI ADD

degiskenlerine ayrilabilir ADD ni elde ederiz. Buna gore ¢oztim

/ 1— 32 ds - dX:>
2-2.4327 = | X

1
—5111 (2-22+32") = In(X)+Inc=

1 c
In(2—22+32%) = —21n(cX):lnC2X2:1nX—12, =
2 _ 4

z= % geri dontigimiini ve X =2+ 5, Y =y + 1 geri doniigimunt yaparsak
2X% —2XY 4+3Y* =¢
ya da
2(x+5)° 2@ +5)(y+1)+3@uy+1)’=¢
¢oziimini elde ederiz.
Ornek 9.2.
(2r+3y+1)de+ 4z +6y+1)dy=0

ADD nin ¢oziimiinii bulunuz.

@__2:):+3y+1
de  4dr+6y+1

ve
2 3
FRia
oldugundan z = 2z + 3y = 4z + 6y = 2z doniisimiinii kullanarak z/ = 2 + 3y’ = y/ = (2! — 2) /3 elde ederiz. Bunlar1 denklemde kullandigimzda
21—2 z+1
3 2z+1
3(z+1)
o= 2T 4
: 2241
z—1
zl =

2z +1
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2
/Z+1dz = /dx
z—1
/(2+ 5 )dz = /dm
z—1

224+3ln(z—1) = z+4c¢

degiskenlerine ayrilabilen ADD elde ederiz.

¢Ooziiminii elde ederiz. z = 2z + 3y doniigtimiini tekrar kullandigimizda
2(2r+3y)+3In(2xr+3y—1) =z +c

¢oziimini elde ederiz. 0

10 Lineer ADD

y'+a(x)y =0b(x) (10.1)
formundaki denklemlere lineer denklemler denir.
y'+a(x)y=0 (10.2)
denklemine de (I0.J) denklemine kargilik gelen homojen lineer denklem denir.
Homojen terimi "homojen ADD” ile karigtirlilmamalidir. Buna ragmen literatiirde bu terim kullanilmaktadir.

a(x),b(z) I arahgmda siirekli fonksiyonlar olsun. Uyari E2471 kullanarak (I0I) ve (I0.2) ADD nin tek ¢oziimiinden bahsedebiliriz. Oncelikle (I0.2)
denklemi degiskenlerine ayrilabilen ADD’dir ve ¢oziim

W o_ a(x)dx
Y = - faw
In(Cy) = —/a(m) dzx, Cy >0

Cy — exp (—/a(:c)dx),
y = cexp (—/a(m)d:c), C=1/c (10.3)

seklinde elde ederiz.
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Simdi (I0.J)) denkleminin genel ¢éziimiinii elde edelim. Coziimii ”parametrelerin degigimi” olarak adlandirilan yontemi kullanarak bulahm. (I0]) in

genel ¢oztimiinii (I0.3]) formu seklinde arayalim. Fakat burada ¢, z’in bir fonksiyonu olsun,

y = c(z)exp (—/a(x)da:).
y = (x)exp <—/a(:c) dx) —c(z)a(z)exp (_/a(x) dx)

ifadesini elde ederiz. ([[0.4) ve (I0.H) 6zdesliklerini (I0.0]) denkleminde kullamrsak

(I04) denklemini diferansiyellersek

ifadesinden

o () = exp ( / o () dx) b(z)

elde ederiz ki degigkenlerine ayrilabilen ADD dir. Buna gore (I0.]) denklemindeki ¢ () fonksiyonu

c(a?):/b(at)exp (/a(x)d:v) dr + ¢

seklindedir. Son olarak bu fonksiyonu (I04])de yazarsak ¢oziimii

Yy = e J alw)dz </ b(x) e(J a@)dz) g + cl)

seklinde elde ederiz.
Ornek 10.1.
yl + 2y =

ADD denkleminin ¢ézimint bulunuz.

(10.4)

(10.5)

(10.6)

(10.7)
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- (0T denklemine gore a (z) = 2z, b(x) = 23 dir. Buna gore (I0.6) formuna gore
y = e /¥ (/ el 20dn) gy 4 01)

y = e (/ e dx + Cl)
y = e (/ ?re” dr + cl> ,

[ 22 =, ze®dr = dv }

2
= 2xdr = du,v = %em

1 1
y = e~ ((59326””2 — 5/21’6x2d1’) +cl)
a2 1 9 22 1 22
y = e 53: e —56 +

(2 = 1) + cre™™ (10.8)

N —

ve ([01)denkleminin ¢oziimii (I0.8]) seklindedir. O

Uyar1 10.2. [IZ1) denklemi yo = 0 baslangi¢ kosulunu saglasa bile (IIA) ¢ozimii tektir. Ornegin ([T0-7) denkleminin ¢éziimai (0,0) noktasindan
geciyorsa (I08) a gore ¢ozim

2

Yy = (:c2 - 1) +%e‘x

|~

dir.
Uyar1 10.3. Parametrelerin degisimi yontemi yerine (I01) denkleminin ¢ozimini
y(z) =u(x)v(z) (10.9)
olarak arayalim. Bu ifadeyi (I01) denkleminde yerine yazdigimizda
u + uv/ + auv = b (10.10)

seklinde elde ederiz. Simdi u (z) fonksiyonunun
uw +au =10 (10.11)
lineer homojen ADD i sagladigini varsayalim, yani (IO11) denkleminin ¢ézimdii

u = 6—fa(x)dx



2. LINEER ADD
dir. (I0I0) denklemini
(u! + au) v+ uvl = b

olarak yazp (IOLD) i kullanirsak
uvl = b

ya da
v = /b(x) el al@de 4 ¢
olarak elde ederiz. Cézimin (I0.9) ifadesini kullanirsak daha dnceki (I04) formunu elde ederiz.

d 2 1
_y+( x + )y:e_gx

Ornek 10.4.

dx x
ADD denkleminin ¢ézimint bulunuz.

- (I00) denklemine gore a (z) = 2, b (z) = exp (—2z) dir. Buna gére (I0.6) formuna gore

y = e~ /e (/ exp (—2x) ([ 252 de) g, +C1)

—2x
y = ¢ </exp(—2x) exp (2z) :cd:c—i—cl)
x
e—2m 1.2
y = - <? + C1> ;
x€—2x N e—2m
= c
4 2 Yy
: ve denkleminin ¢oziimi
B x€—2x . 6—232
v= 2 "y
seklindedir.
Ornek 10.5.

($2+1)3—z+4xy ==

ADD denkleminin ¢ézimint bulunuz.

35
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(10.13)
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- (I0J) denklemine gore a (x) = (mﬁ—il), b(x) = 74y dir. Buna gére ([[0.G) formuna gére

x iz __ g
y = e_f(_ﬂ”gl*_l)dw </ ‘ e(fmd)dx%—cl)

(22 +1)
y = (@P+1)7 (/ﬁ(ﬁjtl)zdx%—cl)
g/:(#+U”C§+§+q)
y2) = 1—=1=(5)" (14—6+§—|—01)—>01:19 (10.14)

ve denkleminin ¢oziimii
(22 +1)7" LT
= |\ —_— —_—
Y 12
seklindedir. 0

11 Bernoulli denklemi

y! + a(x)y = b(x)y" (11.1)
formundaki ADD lere Bernoulli ADD denir.
a(x),b(x) I arahginda siirekli fonksiyonlar olsun. n = 0 ya da n = 1 durumu igin swrasiyla ([I0.1]) ve (I0.2) lineer ADD yi elde ederiz. Burada n
sayisinin 0 ve 1 den farkli durumlarini ele alacagiz. (I1.I]) denklemini 3" ye boldiigtimiizde

yr | alx)
— + = b(x 11.2
i () (11.2)
denklemini elde ederiz.
y = 1 . —n+1
- yn—l =Y
dontigimiini kullandigimizda
I=(—n+1) gy = Y ?
2l = (— - = -
YT T ey
buluruz. Bu ifadeleri (IT2)) denkleminde yazarsak
z!
— =b 11.3
s el = b (113)

lineer denklemini (Bkz. (I0.J])) ve ¢6ztimii (I0.6]) olarak elde ederiz.
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Ornek 11.1.
yl +ay = xy’

ADD ¢oztimii bulunuz.

- (IT4) denklemini (II.T]) ile kargilagtirirsak

elde ederiz. Bunu (T3] da yerine yazdigimizda

z/+ B
- TZ = T =

2l

= 2r=

-1y

d

z = 2xdr =
z—1)

In(z—1) = 2°+¢

ve z = y~2 doniisiimiinden

(IT4) denkleminin ¢oziimiidiir.

Ornek 11.2.
d
22 +y = —22°%*
dx
ADD ¢oztimii bulunuz.
- denklemi xy* ya bélelim:
d
g1 4 gy = 9y
dx
elde ederiz.
d d
z:y_3:>—z_ 34

37

(11.4)



38 2. BIRINCI MERTEBEDEN ADD

Bunu denklemde yerine yazdigimizda

2! 1 hom ojen denklem icin dZ dl‘
=y = S om B= _ 387
-3 =z z T
_ 3 _ 3
z = a’=z=cx)z

3
= do* +32%c(z) — =c(v) 2 = 62°
T
= d=62"=c(z) =22°+ ¢
2 3 —-1/3
= Z:(2x3+01>l’3:>y22_1/3:w

x
ve
(227 + cl)_l/3
Yy=—""""
x
denkleminin ¢oztimidiir.
Ornek 11.3.
dr  2x
y(1) = 2
ADD ¢oztimi bulunuz.
- denklemi y—2 ya bolelim:
dy y'
3
= _|_ Z_ =
Ve " oz
elde ederiz. p p
4 < 30y
TV T T Y
Bunu denklemde yerine yazdigimizda
/ 1 om ojen denklem igin d d
S L e gkt i 42 v
4 2z z x
2 = cx?=z=c(x)r?

2
da™? =22 %¢c(x) + ~c(z)27% = 4a
T
=42 =c(x) =2+ ¢
z=a2+ clx_2 =y = M= (x2 + clx_2)1/4

2= (1+Cl)1/4 =c; =15

LR
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ve
y4 = 2% + 15272

denkleminin ¢éziimiidiir. 0

12 Riccati Denklemi

g =a(2) 5 +b(@)y + (@) (12.1)
forundaki denklemlere Riccati denklemleri denir. a(x) = 0 durumunda (I2.1) denklemi lineer denklemdir ve ¢ (z) = 0 durumunda (I2.1]) denklemi
Bernoulli denklemidir.

Genel olarak Riccati denklemini analitik olarak ¢6zmek miimkiin degildir. Eger (I2]) denkleminin bir ¢dziimii biliniyorsa genel ¢6ziimii elde etmek
mimkiindiir: y; (x) (I2ZJ) denkleminin bir ¢éztimii olsun, yani

Vi =a(@)yi +b(@)y +c(2) (12.2)
yazilir.

y=uy+z (12.3)
ile yeni ibr z fonksiyonu tammlayalim. (I2.3) ifadesini (IZ.1]) denkleminde kullanirsak

Y+ = a(x)(yi+2)°+b@) (y1 + 2) +c(z)

Ytz = a(@)yi+2a(@)yiz+a(x) 2 +b(@)y +b(x)z+c()
(I22) den faydalanirsak
21 = (2a(z)y1 +b(2) 2z +a(v)2* (12.4)
Bernouilli denklemini elde ederiz.
Ornek 12.1.
zyl — 3y +y? = 42 — 4x (12.5)

ADD igin bir ozel ¢éziim y; = Ax + B olmak tizere genel ¢cozimiini bulunuz.

- Ozel ¢ozitm y; = Az + B (IZH) da yerine yazarsak
1A —3Ax — 3B + A2 + 2ABx + B? = 42” — 4a

ifadesinden

elde ederiz. Boylece denklemin bir 6zel ¢oztiimi
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dir. (IZ1) denklemine gore (IZH) da

yo(x) =4z —4

(I23) doniigiimii ile

y=2r+z

(I24) denklemi

3 1
2l = (—4+—)z——z2
x x

Bernoulli denklemine doéntigiir. (IT.1) Bernoulli denkleminin ifadesine gore

3 1
=4—— b(x)=—, n=2
a(e)=4-> b)=—— n
dir. Buna gore
1
u=-
z

dontigiimiinden
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ve ¢oziimiin (I0.G) formuna gore

X

1
— e—31nx+4x </ _e3lnx—4xdx_'_cl)
i
Inz 344z (/ 1 Inz3—4z )
= e —e dx + ¢,
X
-3 4z (/ 1 3 —4dx )
= 1 %€ —x’e” *dr + ¢
X
= g3t (/ e dx + cl)

(integral tablo (50))

2
= T 36496 (———+—)e 4x—|—011’ 364:0

(o) = oIt ( / lef(i—‘l)dxdercl)

—4 16 64
2
a2 2 -3 dz
- (—4 16 +64) av e
elde ederiz.
1
z=—
u
ters doniisiimii ve
y=2r+z

doniigiimii ile (TZH) ADD nin ¢6ziimiinii elde etmig oluruz.

12.1 Riccati denkleminin ozel durumlar:
12.1.1 A.

yl = ay® + by +c

tirtindeki denklemler. Burada a, b, ¢ sabitlerdir. Denklem Boéliim [0 ve [ teki yontemler kullanilarak ¢oziiliir.

41
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12.1.2 B.
2 b
yl = ay + )
x
tirtindeki denklemler. Burada a, b keyfi sabitlerdir.
1
Yy=-
z
dontigtimii ile
z!
yl = )
bulunur. Bu ifadeleri denklemde yerine yazdigimizda
2l a b

ve

zl:—a—b(%)2

homojen denklemi elde edilir ve Boliim [ teki yontem ile ¢oziim elde edilir.

13 Tam ADD

Uyar1 13.1. y/ = ¢ (z,y) denklemi

G

g (z,y)

formundaduvr. Burada f,g fonksiyonlar: ve onlarin 1. mertebeden tirevleri O bélgesinde sirekli fonksiyonlar ve g (x,y) # 0 dur. Teorem[4.19 ve Uyart
[4.10 ye gore ¢ozimiin varhgi ve tekligi mevcuttur. (I31) denklemini

f(z,y)de+ g(x,y)dy =0 (13.2)

—0 (13.1)

formunda yazabiliriz.

EEORE 13.2. (I72) denkleminin sol tarafe F (x,y) fonksiyonunun tam diferansiyeli olsun. Eger

af 0y
-7 13.3
Jdy O (13.3)
kosulu saglanwyorsa (I32) denklemine tamdir denir. Eger O bélgesi basit baglantily bélge ise (I3.2) denklemi veya [I31) denkleminin genel ¢ozimi
F(x,y)=c (13.4)

fonksiyonudur.
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Buna gore ¢oztim asagidaki sekilde bulunur:

or
ifadesinde integral aldigimizda
Fay) = [ Fapd+ew (135

elde ederiz. Burada tekrar y ye gore tiirev aldigimizda
or
ay
o) = gty - 5 [
Ay

elde ederiz. Burada son denklemin sag tarafi denklemin tam olmasindan dolay1 z degiskeninden bagimsizdir ve denklemin ¢oziimii

so(y)z/(g(:c,y)—(%/f(x,y)dx) dy

seklindedir. Bunu (I34]) ¢6ztimiinde yerine yazdigimizda (I3.2]) denklemi veya (I3.]) denkleminin genel ¢oziimiinii elde ederiz.

_ a%/f(x,y)d:cﬂo/(y):g(x,y):‘

Ornek 13.3.
(2* — ) do + (y* — 22y) dy = 0
ADD nin ¢ozimini bulunuz.

d(x*—y?) 0y’ —2wy)

= = -2 13.
o e y (13.6)
oldugundan (I3.3)) kosulu saglanir.
oF 9 g
= faw=a -y
F(z,y) = /(ﬂf2 —y*)de+ o (y) =
3 )
Flay) = 5 - +ely)= (13.7)
oF
oy = @)= 2yt e ) =y’ —2ay =

v

ol(y) = y¥=09y) = g te
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son ¢ (y) ifadesini (I3.7) denkleminde yerine yazarsak (I3.6) denkleminin genel ¢oziimiinii

e 3
F(a:,y):§—xy2+y§+c

seklinde elde ederiz. 0

Ornek 13.4.
(Q:B cosy + 3:)32y) dx + (:)33 — 2%siny — y) dy
y(0) =

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

0 (2x cosy + 32%y) _ 0 (2 —a®siny —y) = 32% — 2zsiny

oy ox
oldugundan (I3:3]) kogulu saglanir.

OF
— = f(x,y) =2wcosy+ 3%y =
Ox

F(x,y) = / (2z cosy + 32%y) dx + ¢ (y) =

F(x,y) = 2?cosy+ 23y +o(y) = (13.8)
OF
3 = g(z,y) = —a?siny +2° + o (y) = 2° — 2?siny —y =

Y
2
ly) = —y=ely)=-5 +c

son ¢ (y) ifadesini denkleminde yerine yazarsak genel ¢oziimii

2

F(:c,y):x2cosy+x3y—%+c

seklinde elde ederiz. Son olarak baslangi¢ kosulundan,

0 = ——4+c=c=2=

2
x? cosy + 2y — 5 = -2

¢Oziimdiir. =



2. INTEGRASYON CARPANI 45

Ornek 13.5.
(ye™ cos 2z — 2e™ sin 2z + 2x) dx + (xe™ cos2x — 3) dy = 0
ADD nin ¢ozimiinid bulunuz.

Ty _ TY 1 Yy _
0 (ye™ cos 2x — 2€"Y sin 2x + 2x) _ 0 (xe™ cos 2z — 3) e (cos 20 — 20sin 20 + 7y c0s 22)

dy ox
oldugundan (I3.3)) kosulu saglanir.
F
?9—35 = f(x,y) =ye™ cos 2z — 2e™ sin 2z + 2x
F
?9_3; = g(v,y) =xe"cos2x —3 =
F(x,y) = / (xe™ cos2x — 3) dy + ¢ (z) =
0
F(x,y) = (cos2x)e™ —3y+¢(x)= p ((cos2x) e™ — 3y)
OF

- ye cos 2z — 2e*Y sin 2x + 2x
x
= y(cos2z)e™ — 2 (sin2x)e™ + ¢ (x) = ye™ cos 2z — 2€Y sin 2z + 2x =
() = 22=p(x)=2"+c
son ¢ (x) ifadesini denkleminde yerine yazarsak genel ¢oziimii
F(x,y) = (cos2x)e™ — 3y + 2> + ¢
seklinde elde ederiz. 0

14 integrasyon Carpani

Eger (I32) denklemi tam diferansiyel denklem degil ise yukaridaki yontem uygulanamaz. Boyle bir durumda (I3.2) denklemini tam ADD yapacak
sekilde sifirdan farkli bir fonksiyon ile ¢arpmaliyiz. Yani,

m (z,y) f(x,y)de+m(z,y) g (z,y)dy =0 (14.1)
denklemi tam ADD olacak sekilde m (x,y) # 0 fonksiyonu bulmaliy1z.

WBamim| 14.1. Eger (I32) denklemi tam diferansiyel denklem degil fakat (IZ1) denklemi tam diferansiyel denklem ise m (x,y) fonksiyonuna (I32)
denkleminin integrasyon ¢arpany (integration factor) denir.
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Ornek 14.2.
(3y + day?®) do + (22 + 32°y) dy = 0

ADD tam degildir. Cunk

f(z,y) = 3y+day? g(z,y) =2z + 3%y =

of dg

8_y = 34 8xy, ax—2+6xy:>
of dg

oy 7 o

fakat m (z,y) = 2y i¢in
(32%y* + 42%y®) do + (22%y + 32'y?) dy = 0

denklemsi

8(mf)_ 2 3,2

d(my)
ox

kosulunu sagladigindan tamdur. Bu durumda m (x,y) = 2y integrasyon carpanadar.

Uyar1 14.3. Eger m (z,y) fonksiyonu integrasyon ¢arpant ise yani (I4.1) denklemi tam diferansiyel denklem ise

d(mf) _ 0(mg)

dy ox

kosulu saglanyr. Buradan

0 0 0 0
g(x,y)a—?—f(x,y)a—ZZ (a—‘g—a—i)m (14.2)

elde ederiz.

Genelde integrasyon ¢arpanini bulmak oldukga zordur. Bu yiizden (I4.2)) ifadesini kullanarak m (z,y) integrasyon garpani sadece = ve sadece y nin
fonksiyonu oldugu 6zel durumlarda inceleyecegiz.
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14.1 I.Durum

m (z,y) integrasyon ¢arpani sadece x in bir fonksiyonu olsun. Bu durumda (I4.2]) ifadesinde %—’; = 0 dir ve (I42) ifadesinden

4-5)-
oy O

om
g (357 y) or

dm

m

m (x)

of _ 9g
oy ox

Uyar1 14.4. (I4.3) denkleminde dx in katsayse x in bir fonksiyonu olmalidur.

14.2 II.Durum

m (z,y) integrasyon ¢arpanm sadece y in bir fonksiyonu olsun. Bu durumda (I4.2)) ifadesinde %—’9’; = 0 dir ve (I£2)) ifadesinden

_f(x7y>aa—7;

dm

m

m (x)

=

of 9y
<8y 0:)3) "=

f(z,y)

o _ o
Ay ox

dy =

of _ 99

/_M

f(z,y)

o[-

Uyar: 14.5. (74.5) denkleminde dy in katsayise y in bir fonksiyonu olmalidur.

Ornek 14.6.

of _ 99

dy ox

f(z,y)

(r—y)dz —dy =0

dy =

2

47

(14.3)

(14.4)

(14.5)

(14.6)
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ADD nin ¢ozimini bulunuz.

fxy) = (x-y), g(x,y)=-1=

of dg

5, = boge=0=
of dg

y 7 ox

oldugundan denklem tam ADD degildir. Buna gore integrasyon ¢arpanini bulalim. Once m (x,y) integrasyon garpani sadece x in bir fonksiyonu olma
durumunu inceleyelim:

(%-2)
dy ox 1
g(z,y)

ve sadece x in bir fonksiyonudur. (4.4 ¢6ziimiinden integrasyon ¢arpant

<8f dg

m (x) = exp

olarak bulunur. Buna gore
e’ (x —y)dr —e*dy =0 (14.7)

denklemi tam ADD dir:

of . 0g -
8_’y = e, B = —€e =
of dg
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ve ¢cozumi
OF N
o fem=cE-n=
F(x,y) = /(ew (x—y))dx+ ¢ (y) = (49) ve (51) nolu formiillerden
Fry) = e (x-1)—ye"+ oy = (14.8)
or-_ (,y) = —€" 4+ ¢l (y) = —€* =
oy g\r,y wry) = —e

pl(y) = 0=9(y) =c
son ¢ (y) ifadesini (IZ8) denkleminde yerine yazarsak (IZ.7) denkleminin genel ¢oziimiinii
F(z,y) = e (v—1)—ye+c=
F(r,y) = "(x—y—1)+c
seklinde elde ederiz. 0

Ornek 14.7.
ydr + (3+3x —y)dy =0
ADD nin ¢ozimiini bulunuz.

fry) = vy, gy =0B+3r—y)=

of dg

8_y = 1, e 3=
of dg

dy 7 ox

oldugundan denklem tam ADD degildir. Buna gére integrasyon carpanmi bulalim. Once m (x,y) integrasyon garpani sadece x in bir fonksiyonu olma
durumunu inceleyelim:
of _ d
(%-%) =

g(z,y)  (B3+3z—y)
sadece x in bir fonksiyonu degildir. Buna gore m (z,y) integrasyon garpani sadece y in bir fonksiyonu olma durumunu inceleyelim:

of _ 9g
Ay ox

f(z,y) Y
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sadece y in bir fonksiyonudur. (I4.6]) ¢6ztimiinden integrasyon ¢arpani

af  dg

(%2 2
m(y) = exp /—Mdy = exp (/ ;dy) — 2y _ e1ny2 _ y2

f(z,y)
olarak bulunur. Buna gore

vdr +y*(3+ 3z —y)dy =0
denklemi tam ADD dir:

fy) = ¢ gy =y B+3x—y) =

or 9

_ 2 99 _ o2
of _ 9%
oy  Ox
ve ¢ozumil
oF
i fley) =y =
T

F(x,y) = /y3dx + ¢ (y) = (1) nolu formiilden

F(z,y) = a2y’ +¢(y) =

— = gxy) =3+ (y) =y B+3r—y) =

el(y) = Y¥B-y) =ely)= /y2 (3 —y)dy + ¢ = (1) nolu formiilden

4
y
ply) = v =+

son ¢ (y) ifadesini (IZI0) denkleminde yerine yazarsak (IZ9) denkleminin genel ¢oziimiinii

Y
F(x,y):zy3+y3—z+c

seklinde elde ederiz.

Ornek 14.8. (322 + y + 32y) dz + xdy = 0 ADD nin ¢ézimiing bulunuz.

(14.9)

(14.10)



B (.y) =322 +y+32%y, g(z,y) =2

oldugundan tam ADD degildir. (14.2) formiiliine gore

g(z,y)

integral carpanidir. Buna gore

2. INTEGRASYON CARPANI

of d (322 + y + 32%y)

_ _ 9.3
gy By =3z° + 1,
dg _ O(x) _
dr  Ox =l=
of dg
dy 7 ox
om om  (Of Og
Fraa A v <8y ax)m;‘
af 9dg 5 a3
gy " or 32°+1—-1=32" =
om om 4
8—y = 0, $%—3xm:>
dm 9
— = 3z dr =
m
Inm = 2°=
m = e

(32° +y + 32%) e dr + ze” dy = 0

denklemi tam ADD dir. f (z,y) = (322 +y + 32%y) e, g (z,y) = ze*’

9, <(3a72 +y + 32%y) ef”3>

3 3
= =" 4 3%,

dy
O (ze*’
= 7< ) — ¢ + 3% =
ox
_ Y9
- Ox =

51
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OF
dy

F(z,y)

OF
or

¢oziimdyiir.

g(z,y) = ze” =

o

ZES
zye® + ¢ () =

0 (:Eyemg + @ (93))
ox
ye”’ + 323ye” + ¢ (2)
f(z,y) = (327 + y + 32%) e =
(32" +y + 32°y) ™’

302 = o (2) = / <3£L’26x3> dz

3
e’ +c=

ZBB

zye® + p(r) =
3 3

xye® +e* +c=0

Ornek 14.9. (2zy® + y)dx + (2y° — x)dy = 0 ADD nin ¢ézimiing bulunuz.

B (.y) =202 +y, glzy) =27 -2

2
9(2zy"+y) =4xy +1,
dy
d(2y® — x)
Ee 1=



oldugundan tam ADD degildir. (14.2) formiiliine gore

9(w9) 5~ 1 (9)

Ay Jdy Ox

of 99

9y o = 4doy+2=
om 9 om
F 0, —(2zy +y)8—y =

2. INTEGRASYON CARPANI

om - _ (ﬁ_@)mﬁ

[im [
m Y

integral ¢arpanmidir. Buna gore

(2zy2 + y)y_zdx + (2y3 — :B)y_Qdy =0

denklemi tam ADD dir. f(x,y) = 2xy®> +y)y~=2, g(x,y) = (29> — x)y~2

dy y?’
02—y ) 1
B or B E =
_ 9y
O =

53
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OF
dy

F(zy) = /((2y3—93)y‘2) dy

T
= y2+§+<p(x):>

-2

= gley) =2 -2y =

OF 8<y2+§+go(x))
ox ox

¢ozumdiir. 0

14.3 (I3.d) denkleminin tekil noktasi

Eger f,g,0f/0y,dg/0y fonksiyonlar (xg, 7o) noktasi komgulugunda siirekli fonksiyonlar ve ¢ (zg,yo) # 0 ise Teorem EIQye gore tek ¢oziim soz
konusudur ve eger g (x¢,y0) = 0 fakat f (zg,yo) # 0 ise ([I3.]) denklemini Uyar: 133 ya gore

dv _ g(x,y)

— =— 14.11

dy — f(z,y) (1411)
seklinde yazabiliriz ve ayni kogullar altinda ¢oztiimiin varligindan séz edebiliriz.

PR 14.10. Eger
g (x(]vy(]) = 07 f ('T07y0> =0

kosulu saglanwyorsa (xg,yo) noktasina (I31) denkleminin tekil noktasy denir.

Tekl nokta icin ¢oziimiin varligi degisik olasiliklar tagimaktadir. Bunlar ile ilgili baz1 6rnekler verelim.
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Ornek 14.11.

denklemi i¢in (0,0) noktas: tekil noktadir. Degiskenlerine ayrilabilir ADD oldugundan ¢ézim kolayca
Yy =cx
olarak elde edilir ve ¢ézimde (0,0) noktasindan ge¢mektedir.

WBamim| 14.12. Eger ADD in ¢ozimii tekil noktadan gegerse bu tekil noktaya digim noktas: denir. Ornek [TZ.11) de (0,0) noktas: bir digim (node)
noktasidar.

Ornek 14.13.

yr =2
x

denklemi i¢in (0,0) noktas: tekil noktadir. Degiskenlerine ayrilabilir ADD oldugundan ¢ézim kolayca

Yy=-
x
olarak elde edilir ve ¢ézimde (0,0) noktasindan ge¢gmemektedir. Fakat
y=0, =0
cozimiin asimptotlaridir.

- 14.14. Eger ADD in tekil noktasindaki ¢oziimi asimptotlary ise bu tekil noktaya semer (saddle) noktasy denir. Omekm de (0,0) noktast
bir semer noktasidur.

Ornek 14.15.
—
Y
denklemi i¢in (0,0) noktasu tekil noktadur. Degiskenlerine ayrlabilir ADD oldugundan ¢ézim kolayca
4yt =c
olarak elde edilir. Cézimde (0,0) noktasindan gegmemektedir. ve
y=0, =0

cozumaun asimptotlary degildir.

- 14.16. Eger ADD in tekil noktasindaki ¢ozimi asimptotlary degil ise ve ¢ézim tekil noktadan ge¢miyorsa bu tekil noktaya merkez (center)
noktasi denir. Ornek[14.13 de (0,0) noktasy bir merkez noktasidur.






Chapter 3

Birinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Uygulamalari

15 Dik Yorungeler

xy e diizlemi iginde bir D bolgesinde tarif edilmis bulunan bir egri ailesi
flz,y.¢) =0 (15.1)
denklemi ile ifade edilir. Burada ¢ bir parametredir ve ¢ nin her degeri yeni bir egriyi tarif eder. Bu egriler birlikte bir egri ailesi olusturur.

- 15.1. Bir egri ailesinin egrilerinin herbirini ayne bir 0 acist ile kesen bir egrisine 0 - yoringesi denir. 6 o ac¢isi 90° olursa bu yoringeye dik
yoriunge denir.

Verilen bir egri altesinin 6 - yoriingesini bulmak igin bu ailenin f(x,y,y/) = 0 diferansiyel denkleminden yararlanilir.

y! — tanf
yr = tang =tan (¢ —0) = 7 + yrtand
ifadesinden 6 - yoriinge egrisinin diferansiyel denklemi
y! — tan
—— | =0 15.2
f(x’y’1+y/tan9) (15:2)
olarak elde edilir. Ozel olarak dik yoriinge durumu i¢in
y! — tanf -1

m ————-7=—
91—>g 14+ yrtand  y/

((r3)-

57

elde edilir. Buna gore (I5.2) ifadesinden

sekline dontisiir.



58 3. BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN UYGULAMALARI

Uyar1 15.2. Verilen egrinin diferansiyel denklemi

P(z,y)dr + Q(z,y)dy =0 (15.3)
seklinde ele alinirsa, burada dy/dx yerine —dx/dy yazmak suretiyle, dik yéoringe egrisinin diferansiyel denklemi

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu diferansiyel denklem ile ifade edilen egri ailesi de, ilk verilen egri ailesinin dik yoringesini olusturur.

Ornek 15.3.
?+y*=c" >0 (15.5)
egui ailesi, aynt O merkezli ve ¢ yarigapl dairelerdir. Bu egrilere dik olan egri ailesini bulunuz.

- (I5.5) ifadesinde diferansiyel alirsak
2xdx 4 2ydy =0 (15.6)

ADD elde ederiz. (I5.3) e gore
P(z,y) =2z, Q(z,y) =2y
ve ([I54) e gore (I5.0]) egri ailesine dik egri ailesi

2ydr — 2xdy =0 (15.7)
olarak elde ederiz. ADD in ¢oztimi
dy dx
2ydx—2:vdy:0:>?:?:>y:mx
ile ifade eilen dogru aileleridir. O
16 Mekanik problemleri
Bilindigi gibi Newton'un ikinci hareket kanunu,
dv d*x
F = ma= ma = mﬁ
w
m = —
g

seklinde ifade edilir. Burada m cismin kiitlesi, F' cisme etki eden sabit kuvvet, a cismin hareketinin Ivmesi, v hiz ve gidilen yol z , w ise cismin agirhg
ile ifade edilir.

Ornek 16.1. Kiitlesi m olan bir cismin yerden oldukca yiiksekte bulunan bir noktadan Ilk hizsiz olarak serbest diismeye birakilwyor. Cisme etki eden
yercekim kuvveti sabit ve hava direncinin cismin hizi ile orantily oldugu kabul edildigine gore. herhangi birt aninda cismin baslangi¢c noktasindan hangi
uzaklhkla oldugunu ve o anda hangi hizla hareket etmekte oldugunu bulunuz.
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- Sekil 4 "te goriildiigii gibi, pozitif x-ekseni boyunca asagi dogru diigmekte olan cisim bir ¢ aninda O baglangi¢ noktasindan = kadar uzakta ve

bir v iz Ile hareket etmekte olsun, & pozitif bir katsay1 olmak tizere, cisim v hiz ile agag1 dogru hareket etmekte Iken cismin hareketine engel olmaya
caligan hava direnme kuvveti cismin hizi Ile orantilidir ve kv ’ye esittir. Cisme etki eden yergekim kuvveti de mg olduguna gore, ¢ aninda cisme etki

eden toplam kuvvet mg — kv olur. O zaman, Newton 'un ikinci hareket kanununa gore

v dv dt —kdv
= m— =mg — kv = — =

—kdt

=— =
dt degiskenlerine ayrilan g — kv m mg — kv

t

t
= In(mg —kv) = —k— +1Inc=mg — kv = ce "m
m

elde edilir. t = 0 aninda cismin hiz1 (ilk hiz) "sifir” oklugundan v (0) =0

mg = c
olarak bulunur. Buna gore genel ¢oziim
v = @ — we_ﬁt
ok k
olarak bulunur.
d
d_f = v=dr =vdt = dr = <%—%e_%t)dt:>

m

/da: = /(%—%e_%t>dt:>x:%(tjtge_%t)+c:>

z(0) = héh:%+c:>c—h—k—f:>
2
_mg m oLy _myg
v k <t+k:€ )+ 12

Ornek 16.2. Uzerindeki donanwmlary ile birlikte bir paragit¢inin agirhge 160 1b (libre) verilmistir.

O

Parasut acilmadan once hava direnci hizin

yarisina egittir. Paragit 5 sn sonra agildiginda hava direnci hizin karesinin 5/8’ kadar oluyor. Parasit a¢ilmadan ve agildiktan sonra paragiteinin

hazina bulunuz. (Yercekimi wwmesini g = 32 foot/sn? olarak alimiz.)

- Paragiit acilmadan 6nceki hizin1 bulalim.

w=1601b=m= - =160/32 = 5
g
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dir. Newton’un 2.kuramindan

F

dv
5
dt

320 —w

3. BIRINCI MERTEBEDEN DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN UYGULAMALARI

dv dv v dv
— =N+ F ——1 — - — =160 — -
mdt T+ 2:>mdt 60 2:>5d 60 2:>
320 — v dv dt 1
= — —1n (320 — —t—1
5 :>320—v 10:> n (320 —v) = 10t nc=

ce 10! = v (t) =320 — ce 10t

olarak buluruz. Paragiit¢liniin ilk zamanda hizinin olmamasidan

kosulundan

v(0)=0

0 =
v (t)

390 — ¢ = ¢ = 320 =
320 (1 _ e—rlot)

paragiit acilmadan onceki paragiit¢iiniin hizini vermektedir. 5 sn. sonraki hiz

v (5) = 320 (1 - e—%o5>

olarak buluruz. Buna gore 5 sn sonraki diferansiyel denklemi

dv
"t
v (5)

: olarak verebiliriz. Denklemin ¢oziimii
dv

162 — v?

16 +v

16 —wv

olarak bulunur.

5v2
160 — —
8

320 (1 - 6_1_105) — 125.91 — 14.integral den

L SO S S WP N
= — [ = —

8 " 32\16—0v  16+v 8

16
= 4t+Inc= 16+U =ce' = v (1+ce") =16 (ce” — 1) =
— v

16 (ce™ — 1) s
— W:»U(E)):?Qo@—e i ) N
_16(ce® —1) ~336-320e77 110 0
(Tt ee®) T 3200 — 30000 142°

16 110 ,20+4t —1
_ (142 ) t 5

(1 + %e2o+4t) ’
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Ornek 16.3. Agurlige 48 b olan bir cisim yatayla 30° olan egik bir duzlemin en tustinden birakiliyor. Hava direnci, hizin yarisina ve strtinme
katsaysy da 0.25 olarak verildigine gére, cisim burakildiktan 2sn sonraki hizini ve toplam yol 24 ft(foot) olduguna gére cisim alt kisma vardiginda
cismin hz nedir (g=52 ft/sec*)?

- Formulasyon: U
(1) Agirhg 48 1b, dikey olarak belirtilen kuvvettir.
(2) N notmal kuvveti, yatay diizleme dik olan yondedir.

Simdi ise toplam kuvvetleri belirleyelim:
(1) Fi, agirhgin yatay bilegeni ile verilen kuvvettir
F; = 48sin30° = 24
(2) Fy, siirtiinme kuvveti, agirhigin dikey bilegeni ile siirtiinme kuvvetinin garpimidir:

1
Fy = uN = —48cos 30° = —6v/3

(3) F3, hava direnci § ve v > 0 oldugundan negatif yéndedir

v
Fy=—5
Simdi Newtonun kural

F = ma=F, + F, + Fj,

g 32 2

dv v

— = 24—-6V3—=

S V-
v(0) = 0

diferansiyel denklemini ¢ozelim:
. __d
48 —12v3 —w 3
1n<48—12\/§—v) = —§+lnc:>

48-12V3-v = cei=0v(0)=0=
48 —12V3 = c=
v = (48—12\/§> (1—@‘%):

v(2) = (48 - 12@) (1 - e—%) ~ 13.2(ft/ sec?)
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elde ederiz. Simdi yolun 24 olmasi durumunda son noktadaki hizinin ne oldugu sorusuna gelelim:

Z—f = v=(18-12v8) (1-¢F) =
v o= (18-12v3) (t43¢ 5 )+ =2 (0) =0 =
o = —3(18-12/8) =

v = (18-12v3) (t4+3c75-3) =

24 = (48-12v3) (t+3c75 - 3) =

47+2\/§_t
13

e

3e”

denkleminin yaklagik ¢coztimi 2.6 dir.

v = (48 - 12%5) (1 - e_LéfS) ~ 16.2f1/ sec

17 Oran Problemleri

Oran problemleri, bir fiziksel biiytikliikteki, birim zaman i¢inde meydana gelen degisme olarak tarif edilir.

Ornek 17.1. Radyoaktif bir elementin bozunma hizi elementin mevcut miktar:y ile dogru orantilidir. Rayoaktif elementin orjinal agirbiginin yarise
1500 il i¢inde bozulduguna gore

(1) 4500 yil sonra, radyoaktif elementin agirhgini bulunuz.
(2) Orjinal agirhgimin %10 una varmasi igin ne kadar zaman gegmesi gerektigini bulunuz.

x radyoaktif elementin miktarimi gostermek iizere dz/dt radyokatif bozulmanmn oranm belirtir. Bu oran mevcut miktar ile dogru orantili
oldugundan

dx

B X

dt ’
miktarda alama oldugundan isaret negatifdir.

z(0) = g

ve 1500 y1l sonraki bozulma miktar:
2 (1500) = %

dir.
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diferansiyel denkleminin ¢oziimii
_ Lo
r = xoe ™ = 2 (1500) = >

olduguna gore

Yo _ ~1500k _ 2 . -0.00046¢
5 = Toe = k= 1500~ 0.00046 = = = xge =

1 1/1500 , 1 #/1500
) n(l)

(1) t = 4500 i¢in bozunma

1 4500/1500 To
rT=x0| = = —
012 8

Bu ise 4500 sene sonunda bozunmanin 1/8 veya %12.5 oldugunu soyler

(2)

t/1500
Ty Ty 1 In 10
T=10= 0= <2) = = 1500~ ~ 4985

yil sonra gergeklegir.

Ornek 17.2. Newton'un soguma kuramaina gore, soquyan bir cisimin sicakhgindaki degisim , cismin sicakhgr  ve cismi kaplayan ortaman sabit
sicakliginan farky ile orantilidir. 50° sabit sicaklikly bir ortamdaki cismin baslangic sicaklhgr 80° olduguna gore ve 5 saniye sonra cismin sicakligr 70° ‘e
dustigine gore cismin sicakliginin, t ye baglh fonksiyonunu bulunuz ve 10 sn sonraki sicaklgini bulunuz.

- x,t zamandaki cismin sicakligini gostersin buna gore diferansiyel denklem

dx

= k(r—

o (x — 50)
z(0) = 80

ve

x(5) =170
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kosullarimiz vardir.

dx

—= - kdt = In(z — 50) = kt +Inc = x — 50 = ce** = 2 = 50 + ce** = 2 (0) = 80 =

30 = c¢= z =50+ 30" = 70 = 50 + 30’ = & =

9\ /5
rz = 50+ 30 (g)

1/5
=k~ —0.08109 = " = (g) =

2
3 3

10 sn sonraki cismin sicakligi

10/5
x =50+ 30 (5) = 63.33°

18 Popiilasyon Problemleri

Populasyon i¢in diferansiyel model

dx
— =k
at
olarak diigiiniiliirken realistik model
d
d—f = kx — \r?
seklindedir.
Ornek 18.1. Populasyon i¢cin realistik model
der 1 1

dt 100" 108"

olarak veriliyor. 1980 wylinda sehrin popilasyonu 100000 olarak verildigine gore 2000 wyilindaki sehrin popilasyonu nedir? Hangi yilda, 1980 deki
poptlasyonunun 2 katr kadar popilasyon olur?
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dz 1 1, dx 1 1076
— = —r— —1‘= =dt=10| -4+ ————— | dor =dt =
dt 100" 1057 7 1072z — 10-542 (x 1o 10—%) ’
t
Inz —1In (1— 10_6x) = m+lnc:> ﬁ = cet/1
/100 1980/100
= 2 (1980) = 10° = 10° = —

1+ ¢10-6¢t/100” " 1+ ¢10-6¢1980/100

105 2000/100

106 PR
¢c = —5 = x(2000) = 916065 ~ 119495
9e2 1+ N 10—6¢£2000/100
2. sikkin ¢oziimii igin:
ﬁet/loo
9 4
2.10° = —2 = 80 — - =t ~ 2061

1+ 9%10—6@/100 9

19 Karisim Problemleri

Burada karigimlardaki oranlar ele alinir. S maddesi belli oranlardaki karigimlar: igerip, karigim, karigitricr ile sabit tutuluyor. x ile S maddesinin
miktarin gosterirsek dz/dt x deki degigimin ¢ ye gore oranimi verir. Buna gore diferansiyel modeli
dz

— = giris verileri — gikig verileri

dt

olarak verilir. Radyotorlerde antifiriz ve saf su degisimi gibi problemlerde de ele alinabilir.

Ornek 19.1. Baglangigta 50 gal(gallon, 3.78lt lik bir 6l¢ii ) saf su i¢eren bir tanker de t = 0 aminda 3 gal/sn lik hzla tankin i¢ine 2 b lik tuz iceren
cozulmiis tuzlu su eklenmektedir. Karistirice ile karisim homojen tutulurken, baska bir vanadan ayni hizla karisim bosaltilmaktadir. Buna gore, tankta
herhangi t zamanindaki tuz oranini nedir?

- Girig verileri: 3 gal/sn lik hizla tankin igine 2 1b lik tuz iceren ¢6ziilmiig tuzlu su=
giris verileri = 2(1b/gal)3(gal/sn) = 6 1b/sn

Ekleme hiz1 ile bosaltma hizi aynmi1 oranda oldugundan tank herhangi bir zamanda 50 gal’lik bir karigim igermektedir. Ve bunun x 1b’si tuz ise tuz
konsantrasyonu /50 olarak verilir.

cikis verileri = %(lb/gal)S(gal/sn) = i—glb/sn
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dir. O halde diferansiyel denklem:
dx
dt
x — 100

kosulundan

Ornek 19.2. Biiyiik bir su tankeri, baslangicta icinde 10lb lik tuz orany bulunan 50 gal lik bir tuzlu su icermektedir. Gallonunda 2 1b lik tuz bulunduran
baska bir tuzlu su karsima 5gal/sn lik hizla karisima ilave edilmektedir. Karmgtiricr ile tuzlu su karigime homojen tutulurken 3gal/sn lik hizla baska bir

3x

6—— =

50

3003z 50
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dt
- —?;)—O ~ In(z — 100)

dx dx

x — 100

di

ce % = 1(0) =0

c=—-100 = z = 100 (1 _ e—3t/100)

vanadan disary bosaltilmaktadir. Herhangi bir zamanda, su tankerindeki tuz oranini bulunuz?

- Grigler:

giris verileri = 2(lb/gal)5(gal/sn) = 10 1b/sn
girig hiz1 5 ve ¢ikig hizi 3 olduguna gore toplam hiz

ve boylece herhangi zamandaki tuzlu su miktari, baslangicta da 50 oldugundan

ve tuz konsantrasyonu ise

olarak verilir. Boylece

O halde diferansiyel denklem:

lineer denklemini elde ederiz.

dx

— +

dt

cikis verileri =

; T
o0 + 2¢
T

5—3=2
50 + 2t
xr
50 + 2t
Y (1b/gal)3(gal/sn) = —2—1b/sn
50 + ot 1IN T 50+ 2t
@ _qo- 3, 3
dt 5042t T dt = 50+ 2t
dzx 3 3
- o Inz=—>1 2) + 1
O:>z 50+2tdt:> nx 211(50+ t)+Ilnc=

¢ (50 +2t) 72 = 2 = ¢ (t) (50 + 2t)

—it +Ilne=
50
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homojen olmayan denklemin ¢6ziimii olsun.

= (504 2t)"%* = 3¢ (t) (50 + 2t) " + c(t) (50 + 2¢) ™% = 10

50 + 2t
= C,:10(50+2t)3/2:>CZ/10(50+2t)3/2dt:8\/§(t+25)5/2+01

= 1= <8\/§(t +25)% + cl> (50 +26) %% = 2 (0) = 10
kosulundan

10 = (8\/5(25)5/2 + c1> (50)™2 = ¢ = —2500v/2 ~ 31820 =
v o= (8V2(t+25)" —25000v2) (50 + 26) "

sonuc olarak buluruz.

20 Elektrik Devre Problemleri

En basit elektrik devreleri, jeneratér veya pil gibi elektrik kaynagi ve enerjiyi kullanan bir rezistor (6rnegin elektrik ampiilii) (resistance) bulunan
bir seri devredir. Eger diigme kapatilirsa bir I akimi rezistore dogru akacak ve bir voltaj diigmesine sebep olucaktir. Yani rezistoriin iki ucundaki
potansiyel farkli olucaktir. Bu potansiyel farki veya voltaj diisiisii ise Voltmetre denilen bir elt ile 6lciilebilir. Eketrik devrelerindeki basit bir kural
Kirchoff kurah olarak adalandirilir, Bu kurala gore, elektrik devresindeki tiim voltajlarin toplami, toplam kuvvete esittir. Toplam kuvveti E (¢) ile
gosterirsek (emf-electromotive force)

Vi +Ve+ Ve =E(t)

R rezistor (reistance), C' kapasitor (capacitor), I indiikktor (inductor). I = I (t) elektrik devresindeki akimi ve ¢ = ¢ (¢) kapasitordeki ani elektrik
yiikiinii géstermek tizere

/
¢ =1
seklinde bir baginti mevcuttur. Ohm kanununa gore rezistor tizerindeki voltaj diigiikliigii akim ile dogru orantilidir:
Ve = RI
burada R rezistoriin direncidir ve sabittir. Kapasitordeki voltaj diisiist ise kapasitordeki elektrik yiikii ile orantihidir ve
1
Vo ==
c Cq

olarak verilir. Burada C kapasitanstir (capacidance). Son olarak indiiktordeki voltaj diisiisii ise akimin degigim hizi ile orantilidir:

Vi =LI'
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L sabitine indiktoriin inditktans: denir (henry ile 6lgiiliir) (inductance). Kirchoff kuralina gore

1
LI'+ —q+ RI = E(t)

C
bagintisini elde ederiz. Burada tiirev alirsak ve
¢ =1
ifadesine gore
1
LI" + aq’ +RI' = E'(t)=
1
LI"+RI'+ -1 = FE'(t)=

C

2.mertebeden denklemi RCL denklemi olarak adalndirilir.
Indiiktortin olmadigi durumda devreye RC' devresi denir ve denklem

1
Ve+ Ve = E(t) :>Eq—|—R[:E(t) =1=q=
1
R+ —q = E(t
¢+ 51 (1)
olan 1. mertebeden ADD elde ederiz.

Ornek 20.1. Sekilde verilen RC' devresinde (a) énce S anahtariman 1 konumuna getirilmesi durumunda (b) S anahtarmm 2 konumuna getirilmesi
durumunda devreden gecen akim siddetini bulunuz.

- (a) eger anahtar bir durumunda ise emf-electromotive force E (t) dir ve denklem

1 1 E(t)
/ — — E / - — _\7

Ri+5¢=Et)=d+p71=—F

lineer denklemdir ve ¢oztiim
g = e Inod (/ Eg)ef Rcdtdt+c) =
E (t) 1
/
= ———q=1
I R RC'TT

;o ET(lf)_R_lC (e_th (/ET@eﬁcdHcl))

(b) sikki i¢in ise E'(t) = 0 durumudur ve denklemin ¢oziimiinde yerine yazdigimizda

C t
I = __le—m

RC
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olarak buluruz. Buradaki - igareti akimin ters yone dogru gittigini gosterir. 0

Ornek 20.2. 20Q luk bir direng teli, 0.01F (Farad) bk bir kapasitansi olan kondansator, emf(electromotive force)’si 40e=2 + 20e~* lik bir diretece
seri olarak baglamyor. Baslangi¢ zamanda yiki olmadigina gore herhangt bir andaki yikint bulunuz?

R =20, C =0.01F, E(t) = 40e % + 20e™*

verileri ve denklem:

L. _ E
T7rc?! T TR
q(0) = 0

lineer denklemi i¢in 6nce homojen denklemi ele alalim:

dq 1
— = ———dt = —5dt =ce ™
. e = q=ce

ve homojen olmayan denklemin ¢oziimi
g=c(t)e™
olsun.

= e —5ee™® + 57 = 407 + 20e Y =
40
= =40e" +20e' = c(t) = ?e& + 20€" + ¢;

100

3 3

40 100
= q= (Eegt + 20e" — ?) e ot

40
= ¢= (—63t+206t+01) e =q0)=0=c =—

OJ
Basit bir elektrik devresini olarak ifade edebiliriz. Simdi sirasiyla herbir durumu irdeleyelim:
A. Vg = RI ve V — Vi = 0 olmali. Bunun anlami ise V' ve Vi karsilikhi olarak ters yonde hareket ettiginden igaretleri farkli olmahdir. V' = Vg
bagintisindan ise voltaj diigiikliigiiniin olmadigini soyleyebiliriz.
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B.V =V =V, =0 kogulundan ve V} = [.Ry, Vo = [.Ry = V =1 (R; + Rs) olarak buluruz. R, = Ry + Ry ise toplam resistans: verir.

v
V = IT(Ri+Ry)=1= =
(Fy+ Ro) R+ Ry
Ry
Vi = IR = 1%
1 1 Rl"‘RQ’
Ry
Vo = I.Ry— 1
2 " R+ R,

C. kogulunda ise

V. = Ve=LR =LR=1=1+1,=
1 1 RiR,
I = V]| =—+—)=V= I =
(R1 Rg) R+ Ry

K_i R R, I Ry
Ri RiRi+Ry Ri+Ry

K_i R R, I Ry
Ry, RyRi+Ry R+ Ry

I =

sonuclarimi elde ederiz.

Ornek 20.3. Bu sekilde ve yukraidaki sekilde V ile gisterilen ashnda E (t) dir.
Ve Ve, 1

I = L= w_y
= lo=Cpn =3I = 5 (V=Vi) =
| Ve Vi
= I=Ic+Igp=—V-Vyg)=C—"n—+— =
¢t ln= o (V=Ve)=Cpm+ o

Loe (L 1NV
dt CR, CR,) " R,




3. ELEKTRIK DEVRE PROBLEMLERI

F1=v/2

F2=160 Ib

71
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100

-100

150

-200

48 cos 30
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Resistor
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Chapter 4

1. mertebeden yuksek dereceli ADD

1.mertebeden yiiksek mertebeli ADD genel formu

F(z,y,y) =0 (15.1)
seklindedir. Genel olarak
y=p
olarak gosterilir. Buna gore (I5.]) denklemi
F(xz,y,p) =0 (15.2)

seklinde ifade edilir.

Uyar1 15.4. ([I51) denklemini ¢ézmek genelde ¢ok kolay degildir. Ve hatta ¢ézimiin olmast da gerekmez. Bunun i¢in en énemli sonuglary burada
belirtecegiz.

16 y= f(x,p) formundaki ADD

(I50) denklemi
y=f(z,p) (16.1)

formunda olsun.

d
—y:p:>dy:pdx
dz

75
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ve (IG.0) denkleminden

4. 1. MERTEBEDEN YUKSEK DERECELI ADD

—dr+ ——dp = dy = pdxr = dx e bolersek
P

or " opdr T

([I6.2) denklemi p ve x in denklemidir ve Boliim 2] deki ¢6zUm yontemleri ile ¢oziim elde edilebilir.

Ornek 16.1.

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- (I6.3) denklemini

olarak da yazabiliriz. (I6.2)) ifadesinden

(I6.4) ADD nin ¢oziimleridir.

v —1+yr* =0

y=+1-p?
f(xvp) = 1_p2
af ofdp
or " opdz P77
p dp

1 d
N C ) R
1/1—p2dl'

1 d,
1+7—p = 0, p=0=
w/]_—p2d.§lf
1 d
= dp = —de, Y ==
1—p? dx
arcsinp = —x+c¢, y=c=

p = sin(—z+c¢), y=c=
y = cos(—x+c), y=c

(16.2)

(16.3)

(16.4)
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17 x = f(y,p) formundaki ADD

(I51) denklemi
z=f(yp) (17.1)
formunda olsun.
dx 1 1
dy & p
ve (CZI)) denkleminden
Of ofdy _ dr_ 1
A
P
o + A dy = p (17.2)
([I72) denklemi p ve y in denklemidir ve Boliim [2] deki ¢oziim yontemleri ile ¢oziim elde edilebilir.
Ornek 17.1.
r—1+y*=0 (17.3)

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- (IZ3) denklemini

olarak da yazabiliriz. (I7.2)) ifadesinden

B
dy  Opdy p
- p@ = —= —%dp=dy =
dy
2., dy 3 e
—gp = y+c:>p—%—(—§( +C)) =
dy oy 1 (y+o*
3 1/3 T = 321/3 2/3 -
(—5 (y+c)) (_ / )

ADD nin coziimleridir. O
(Z3) G
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18 Lagrange Denklemi

y=9¢Wz+(y) (18.1)
veya
y=e@z+v(p) (18.2)
tiirtindeki denklemlere Lagrange denklemi denir. (I82]) denklemini x e gore diferansiyelini alirsak
dp dp
= 1(p) — 1(p) —
p = pp) o (p) -+ v (p) =

d d
P = apr(p) L +vp) L=

zpl(p) dp , Yi(p) dp

1 — oF
p—y(p)dz  p—¢(p)de
dx ¢! (p) U (p)
— = T+ 18.3
dp p—¢®) p—¢(D) 159)
lineer denklemini elde ederiz ve ¢oziimiinii
x=t(p,c) (18.4)

(Bkz. Boliim 2 te lineer ADDin ¢6ziimiinden elde ederiz) olarak yazalim. Buna gore (I84]) y1 (I82]) ¢oziimiinde yerine yazarsak ¢oliziimiin parametrik
gosterimi olarak

y=¢([p)r+¢(p) (18.5)
elde ederiz.

Ornek 18.1.
y = 2zyl + yr* ya day = 2xp + p* (18.6)

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- (I81) ifadesine gore

ve (I83) dontigimiinden

lineer denklemini elde ederiz. (I0.]) ifadesinden



4. CLAIRAUT DENKLEMI

r = e I (/ —2¢f 13’dpdp+61)
= e’ (/ —2eMP* dp + cl)
= p2 (/ —2p*dp + c)
2
= p? (—gpg + c)

2
y=2p! (——p3 + C) +p°

ve ([I0.0) ¢oziiminden

elde ederiz. (I87)" v (I80) de yerine yazdigimizda

3
elde ederiz. (I871) ve (I88), (I8.0) in genel ¢oziimiiniin parametrik denklemidir.

19 Clairaut Denklemi

Lagrange denkleminde ¢ (p) = p durumunda

y =yl + 1 (y/) veyay =px+¢(p)
tiirtindeki denklemlere Clairaut denklemi denir. (I9.0) denklemini x e gore diferansiyelini alirsak

dp dp
- Lyr(p) X =
p = pra +ul(p)
dp dp
i / = —_— =
dx(x+z/z(p)) 0= =0=
p = c
¢Oztimiinii elde ederiz. Bu (I9.2) yi (I9.]) denkleminde kullanirsak (I9.1]) denkleminin genel ¢ziimiinii
y=cr+Y(c)
elde ederiz.
Bunun yaninda eger
x+ 9/ (p) =0

saglanirsa bu denklemin genel ¢oztimiinii de
p=t(x)

79

(18.7)

(18.8)

(19.1)

(19.2)

(19.3)

(19.4)

(19.5)
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olarak gosterelim. Tekrar (I9.5]) yi (I9]) denkleminde kullamirsak (I9.]) denkleminin genel ¢oziimiinii
y = wt(x) + ¢ (t(x))
olarak elde ederiz.
Ornek 19.1.
dy dy\ _ dy
(di ) (y $d$) gy Yada (p—1)(y —ap) =p

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- (I1) y1 dizenledigimizde

—1
elde ederiz. (19.2) ifadesine gore
v (p) = ——
p—1
ve ([9.2)) doniigiimiinden
p=c
elde ederiz. Bu (I910) yi (I9.8)) denkleminde kullanirsak (I9.7) denkleminin genel ¢oziimiinii
c
y=cr+ C——l

elde ederiz. Eger (19.4) saglanirsa

/(p—1)—pt /
plo-—Y-—pp_ P 0

x+Y(p) = =+

(p—1)° (p—17°
( dp1)2 = zdr = /(dipl)z = /xdx = (6) ifadesinden
p— D —
R 2> +c N
p—1 2
2
pr— 1 —_—
b 2 +c

elde ederiz. Bu (I9.12) yi (19.8)) denkleminde kullanirsak (I9.7) denkleminin genel ¢oziimiinii

2 1
y—(l—x2+0)$+1+(1_%+6)_1

elde ederiz.

(19.6)

(19.7)

(19.8)

(19.9)

(19.10)

(19.11)

(19.12)

(19.13)



Chapter 5

Y uksek Mertebeden Lineer ADD

21 Giris

- 21.1. n. inci mertebeden homojen olmayan bir lineer ADD genel olarak

ap(z)y™ + a1 (2)y" ™ + 4 a1 (2)y +an(v)y = F(z) (21.1)
dr dn1 d
ao (az)d—;{ml () dxn_:‘{ b an @)%mn @)y = F(2)
seklinde yazlir. Burada ao(z), a1(z), ..., a,(x) degisken katsaylardir. Bu katsayilar ve F(x) fonksiyonu, x ’in bir I = |a,b] araliginda tanimlanmas
surekli fonksiyon laridur.
fTanim 21.2. Eger, F(z) = 0 ise, (ZL1) denklemi
ao(x)y™ + a1 (2)y" Y 4 .+ ana (@)Y + an(z)y =0 (21.2)

seklini alir. O zaman bu denkleme, n “inci mertebeden degisken katsayls homojen lineer ADD denir.

Ornek 21.3. y" + 3zy’ + 23y = €” lineer 2. mertebeden ADD dir.

22 Lineer homojen ADD icin temel teoremler

homojen olmayan n.inci mertebeden degisken katsayili bir lineer diferansiyel denklemin, yani (ZI.T]) denkleminin genel ¢éziimiinii bulmak amacimizdir.
Bunun i¢in 6nce (2I.2) homojen diferansiyel denklemin genel ¢ztimiiniin bulunmasi incelenecektir. (([2I1]) diferansiyel denkleminin ¢oziimii ile ilgili
varlik teoremi Teorem (£.23)) de ele alinmistir.)

81



82 5. YUKSEK MERTEBEDEN LINEER ADD

_ 22.1. n. inci mertebeden bir homojen diferansiyel denklemin biribirinden farklh m saypda ¢ozumi yy,ys, ..., Ym olsun. Burada m < n’dr.
Bu durumda cq, co, ..., ¢y, katsayilar keyfi sabit sayilar olmak tzere, y = c1y1 + cayo + ... + CYm fonksiyonu da ayni denklemin bir ¢ozimi olur.

- 22.2. Y1, Y2, ..., Ym herhangi fonksiyonlar ve cy, co, ..., ¢y herhangi keyfi sabit saylar olsunlar. Bu durumda ciyy + Coyo + ... + Clm ifadesine
Y1, Y2, -y Ym fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu denir.

Uyar1 22.3. Tanvm[22.3 e gire (21.2) homojen diferansiyel denklemin ¢ézimlerinin lineer kombinasyonu da bir ¢ézimdiir.

Ornek 22.4. sinz ve cosz fonksiyonlar y" +vy =0 ADD nin ¢ézimiidir. Uyar 2219 a gore y = ¢y cosx + cosinx de denklemin ¢ézimaiidiir.

- 22.5. Bir a < x < b arabginda tammlamas olan yy,ys, ..., ym fonksiyon kimesi icin, hepsi sifir olmayan ci,ca, ..., Cy gibi sabit sayilar
bulunabilirse ve x’in bu araliktak: butin degerleri igin,

ayr +cys + ...+ epYm =0
ise, bu fonksiyonlara aralarinda lineer bagimly fonksiyonlar denir.
Ornek 22.6. z ve 2z fonksiyonlar: [0, 1] araliginda lineer bagimbidur. Ctinki
ar+c(22) =0= (61 +2c)x =0, Ve € [0,1] = 1 +2c0 =0 = ¢; = —2¢9
Ornegin ¢y = —1, ¢ = 2 i¢in ifade saglanmas olur.
- 22.7. Bir a < x < b araliginda lineer bagimly olmayan fonksiyonlara ise, lineer bagimsiz fonksiyonlar denir. Yani,
ayir+cyp+ .. Fepym=0=c=c=---=¢,=0
Ornek 22.8. z ve 22 fonksiyonlar [0,1] araliginda lineer bagimsizdir. cix + cox® = 0 ifadesini diferansiyellersek ¢y + 2cox = 0 elde ederiz ve x ile
bu denklemi carparsak cix + 2cox? = 0 elde ederiz.
1z + c® = 0 ve ¢ + 2c2° = 0, Vo € [0, 1]

denklemlerini ¢ikartirsak cox® = 0, Va € [0,1] elde ederiz. Buna gore co = 0 = ¢, dir.

_ 22.9. (Z21.2) homojen diferansiyel denklemi n lineer bagimsiz ¢ézime sahiptir. yy,ya, ..., yn (ZL2) homojen diferansiyel denkleminin lineer
bagimsiz ¢oziimleri ise (Z1.2) nin genel ¢ézimi

C1Y1 + CoY2 + ... + CulYn

ile ifade edilir. Burada cq, s, ..., c, keyfi sabit saylar.

Ornek 22.10. sinz ve cosz lineer bagumsiz fonksiyonlari y" +vy = 0 ADD nin ¢ozimidir. Uyar [22.1])'a ve Teorem[22.9 gore y = ¢y cosx + cosinw
de denklemin cozimiidir.

Simdi, iki veya daha fazla fonksiyonun hangi kosullarda lineer bagimli veya lineer bagimsiz oldugunu arastiralim.
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- 22.11. Bir a < x < b araliginda tanamlamas olan yy, ya, ..., Y, fonksiyonlars (n — 1) . mertebden tireve sahip olsunlar.

Y1 Y2 Yn
Y1 Ys - Y
W(ylvy27 7yn) = : :
n—1 n—1 n—1
S0 L e

determinantina Wronskian denir ve a < x < b noktasindaki degeri kisaca W (y1, ya, ..., Yn) ile gosterilir.

_ 22.12. y1,ys, ..., Yo (Z12D) homojen diferansiyel denkleminin ¢ézimleri lineer bagimsiz olmasi igin gerek ve yeter kosul W (y1, ya, ...y Yn) 7 0
olmalidar.

Ornek 22.13. sinz ve cosz fonksiyonlar: y" +y =0 ADD nin lineer bagimsiz ¢ozimiidir ve

— 140

sinx cosx

W (sinz,cosz) = .
cosr —sinz

Uyar1 22.14. (21.2) homojen diferansiyel denkleminin ¢ézimi y (x) olsun ve

y(z9) =0, 3/ (x9) =0,... Ly (xg) =0

kosulunu saghyorsa bu durumda ¢ézim y(x) =0 der.

WBamim| 22.15. Uyar [22.19 deki ¢iziime asikar ¢oziim denir.

23 Mertebenin indirgenmesi

_ 23.1. (ZI.2) homojen diferansiyel denkleminin asikar olmayan f ¢ézimind biliyorsak y = fv déniigimi ile denklemi (n — 1). mertebeye
indirgeyebiliriz.

IS 25.2.

homojen diferansiyel denkleminin asikar olmayan f olsun.

ao(z)y" + ai(z)y! + az(x)y = 0 (23.1)

y=fo (23.2)
donustimint denklemde yerine yazalim
ao(x) (fv)" + ai(z) (fv) 7+ as(x) fo 0=
ao(z) (f"v+ 2V + fo") + a1(x) (f'v+ fo') +ax(x)fv = 0=
(ag(x)f" 4+ ay () f1+ as(x) flv + ag (x) fo" + (2a0 (z) [+ ay (z) ) = 0=

J

-~

=0
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ile (Z31) denklemini

dw

ao(2) f (&) =+ [2a0 (2) f' (2) + ar (2) f (2)] w =0 (23.3)

denklemine indirgeyebiliriz. Burada w = v' dwr. Buna gore (23.3) denkleminin ¢ézimii
exp <—f Z;Egdx>
[f (@)

ve

_ [ oz
/ / = ( J dx) da (23.4)
seklindedir.

Ornek 23.3. y = x fonksiyonu (% + 1) y" —2xy’ +2y = 0 denkleminin bir ¢oziimii olmak iizere, mertebenin indirgenmesi yontemini kullanarak lineer
bagimsiz ¢ozimi bulunuz.

- @30) e gore ag(z) = 2* + 1, a1(z) = =2z, ay (z) = 2 dir. [23.4) ten

vo= / 5 dx
[f (z)
2 U
L[l e,
12 2+ 1=u=2zxdr=du 22
| 241 1
= /wdx:/u+cdz = /x_l— da:z/ 14+ — |dx
2 2 22 +1=u 2 2
1 1
= r——+c=r——+c
T T

[23.2) doniigiimiinden ¢oziimii

seklinde elde ederiz. Teorem 221l e gore
y = crtc(a®+cex—1)
= A (:L'2 — 1) + Bx

genel ¢oztimdiir. O
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Ornek 23.4. y = x fonksiyonu
22y" — daxy' + 4y =0
denkleminin bir ¢ozimi olsun. Mertebenin indirgenmest yontemsi ile genel ¢ozimi bulunuz.

dontigiimiinii denklemde yerine yazalim.
22 (2v)" — 4z (zv) + 4z = 0= 22 (20" + 20”") — da (v + 20) + dav = 0 =
dw dx

Y =2V

(" —20) = 0= -20=0 = o' =2w=> —=2—"=
w=v’ w X
nw = 2lnz+lnc=w=-cr?® = v =c2? = dv = c2’der =
w=v’
cr® cr? cxt
vo= ?+61:>y:l’ ?+cl :?—FCL’B

seklinde elde ederiz. Teorem 23.9 e gore

crt
Y = Co& +cC3 (? + clx)

4

= A%+B$

genel ¢oztimdiir.

24 Sabit katsayil1 homojen lineer ADD

aoy™ + ary™V + L+ anay Fay =0
sabit katsayili homojen denklemin ¢oziimiini

olarak arayalim. Buna gore
d*y
dzv
tiirevlerini (24.0) denkleminde yerine yazarsak
€™ (agm™ + aym™ '+ +.. + aam +a,) =0
denklemini elde ederiz. e™* # 0 oldugundan
aom™ +am™ '+ 4. +a,m+a,=0

85

(24.1)

(24.2)

(24.3)
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elde edilir.

‘Tanim’ 24.1. (279 e diferansiyel denklemin karakteristik denklemi denir. Bu denklem n’inci dereceden bir cebirsel denklem olduguna gére, denklemin
my, Ma, ..., My, gibi n tane kéki olmalidir. Bu kokler birer birer denklem (24.1) 'da yerine konursa her defasinda bir 6zel ¢ézim elde edilecektir. Buna
gore denklemin koklerine gore ¢ozuma irdeleyelim.

24.1 1. Durum: Ayrik reel kokler
(243) denkleminin n tane farkl (ayrik) kokiintin oldugu durumdur.

BRI 24.2. (Z7.3) denkleminin n tane my,my, ..., m, gibi farkl (ayrik) reel koki var ise (Z41) denkleminin genel ¢éziimii
y = cie™ + e 4 .+ cpe™” (24.4)
seklindedir. cq,c, ..., c, keyfi sabitlerdir.

Ornek 24.3. y" — 3y’ + 2y = 0 ADD nin ¢ézimiini bulunuz.
- Karakteristik denklem m? — 3m + 2 = 0. Boylece denklemin ¢oziimii (m — 1) (m —2) = 0= m; = 1, my = 2. (244)'dan
y = cr1e” + cpe™®
¢oziimdiir. U

Uyar1 24.4. Ornek [27.3'de gorildigi tizere € ve €** fonksiyonlar: lineer bagimsizdar.

W m2m_€x eQI_x 0
(676 )_ex 26290 =e 7A

dar.
Ornek 24.5. ¢/ —y —12y=0, y(0)=3, ¥ (0)=5 BDP nin ¢ézimiini bulunuz.

- Diferansiyel denklemin karakteristik denklemi
m?*—m—12=0
coziimler my o = —3,4, ve 1. Durum: dir. Buna gore
=3z 4z
e e

lineer bagimsiz ¢oziimlerdir. Teorem 23.9 a gore

Yy = c1e73% 4 cpe®

¢ozumdiir.
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kosullarindan
C1+ o = 3 L .
3oy +de,=5 — aThe=?2
= Y= e—3m 4 €4m
¢ozumdiir. 0
24.2 2. Durum: Tekrarli kokler
BB 24.6. (27.9) denkleminin kokleri k defa tekrarlaniyorsa (my = my = --- = my, = m) bu durumda (Z71) denkleminin tekrar eden kéklere
karsilik gelen ¢ozimii
(Cl _l_ CoT + e + Ckl’k_l) emx (245)
seklindedir. myi1, Mgio, ..., my birbirinden farkl reel kokler olmak dzere (24.1) denkleminin genel ¢oziimii
Yy = (cl 4+ o+ -+ ckxk_l) ™+ Cpp1 €T 4 g0 4 e (24.6)

formundadar.
Ornek 24.7. y™ + 5y"” + 6y + 4y’ — 8y = 0 ADD nin ¢éziimiing bulunuz.

- Denklemin karakteristik denklemi
m* +5m® +6m* +4m -8 =0
ve denklemin kokleri 2,2,2, —1 dir. Buna gore tekrar eden m = 2 kdkiine karsilik gelen ¢oztim (24.5]) dan
y1 = (c1 + e + c327) €
ve mo = —1 kokiine kargilik gelen ¢oziim
Yo = cae "
dir. Buna gore genel ¢oziim (24.6) den
Y=ty = (cl + cox + 03962) e* 4 cpe®
dir. 0

Ornek 24.8. y® — 2y® 1 " = 0 denkleminin ¢ézimini bulunuz.
- Diferansiyel denklemin karakteristik denklemi

m® —2m* +m? =0
ve ¢oziimler my 2345 =0,0,0,1,1 ve 2. Durum: Tekrarli kokler dir. Buna gore

2 T T
1, z, 2, e*, we
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lineer bagimsiz ¢oziimlerdir. Teorem 23.9 a gore
Y = c1 + cox + 37 + cue” + csze

¢ozumdiir. 0

24.3 3. Durum: Kompleks eslenik kokler

- 24.9. i? = —1 olmak iizere kompleks saylar a + ib, b # 0 formundadur. (a,b reel saylar). a —ib saypsina ise a + ib nin kompleks eslenigi
denir.

_ 24.10. (24.3) denkleminin kompleks eslenik kokleri a + ib ve a — ib tekrarlanmasinlar. Bu durumda genel ¢ézim
y = €" (cy sinbx + ¢y cos bx) (24.7)
olarak yazilur.
PROOF. Genel ¢oziimii
feyelotid)e o p o(a=ib)e

olarak yazabiliriz. Burada

0

e = cosf +isin b

Euler formuliintu kullamirsak
kle(a—i—ib)x + k,26(a—ib)x _ k,leaxeibx + k,2€a:v6—ib:c
— eax (kleibx + k2€—ibm)
e (ky (cosbx + isin bx) + ko (cos bxr — isinbx))
= e ((ky + ko) cosbx + i (k1 — ko) sin bx)
eax (

c1sinbx + cpcosbx), ¢ = ki + ko, co = k1 — ko

elde ederiz. 0
Ornek 24.11. 4" — 6y’ + 25y = 0 ADD nin ¢ézimiini bulunuz.
- ADD nin karakteristik denklemi m? — 6m + 25 = 0 dir. Denlemin kokleri

6+ /36— 100 6+ 8i
2 2
a = 3,b=4 =

4.7

¢y sindx + ¢ cos 4x)

=344 =

y = "

¢Oziimdiir. =
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BEOReR 24.12. (27.9) denkleminin kompleks eslenik kokleri a + ib ve a — ib k defa tekrarlansinlar. Bu durumda tekrarlanan koklere karsiik gelen
genel ¢cozium
y=e" (c1+com+ -+ " ) sinbz + e (¢ + oz + -+ ) cosbr (24.8)

olarak yazilur.

Ornek 24.13. y* — 2y +y = 0 ADD nin ¢ézimiing bulunuz.

- Diferansiyel denklemin karakteristik denklemi
mé —2m* +1=0
coziimler mj o3 = 1, —% + i?, —% + i?, ve digerleri esit olmak iizere 1. Durum: Ayrik reel kokler & 2. Durum & 3. Durum: Kompleks esglenik kokler
dir. Buna gore
1, . V3 Ly V3 1y . V3z
2

e’ xe’, e2 cosT,e2 smT,xez COST,$€2 sin

lineer bagimsiz ¢oziimlerdir. Teorem 23.9 a gore
V3

1 3 1y . T 1 3x 1y .
Yy = c1€° + cowe” + cz3e2” cos 5 + c4e2% sin + csxe2® cos 5 + cgre2” sin

¢Oziimdiir. =

25 Homojen olmayan ADD

211) homojen olmayan denklemi ele alalim:
ao(x)y™ 4 ay (2)y" TV + L+ 4 ()Y + an(z)y = F(x)

EROREH 25.1. v fonksiyonu (ZI1) homojen olmayan denklemin bir ¢ézimi ve u fonksiyonu (ZI2) homojen denklemin ¢ozimii ise u~+v fonksiyonu
da (Z11) homogjen olmayan denklemin bir ¢ézimidiir.

Ornek 25.2. y = x fonksiyonu y" +y = x homojen olmayan denkleminin bir ¢ézimaidir. sinx fonksiyonu y” +vy = 0 homojen ADD nin ¢ézimaiidir.
Teorem [25.1’e gore y = x + sinx fonksiyonu da y" +y = x denkleminin ¢ozimidir.

(2L2) homojen denklemin genel ¢oziimii olan y. (complementary function)nin nasil bulundugunu biliyoruz. Simdi ise amacimiz, homojen olmayan bu
denklemin bir 6zel ¢oziimii olan ve bir keyfi sabit say1 igermeyen y, (particular integral) ¢oziimiinii ve sonug olarak (2ZI.T]) homojen olmayan denkleminin
genel ¢oziimiinii bulmaktir.
yp nin bulunmas ile ilgili olarak birka¢ metot geligtirilmistir. Bu metotlar, sirasi ile,

(7): Belirsiz Katsayilar Metodu

(71): Parametrelerin Degigimi Metodu
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25.1 Belirsiz Katsayilar Metodu
fTamm| 25.3. Eger

(1) 2™, n > 0 pozitif say

(2) e, a#0

(3) sin (bx +¢), b# 0, c sabitler
(4) cos (bx +¢), b#0,c sabitler

fonksiyonlarindan birisi veya bunlar: lineer kombinasyonu ise fonksiyona UC (undetermined coefficient) fonksiyonu denir.
Ornek 25.4. 2?,e72* sin (3z/2), cos (2z + 7/4) UC fonksiyonlaridar.
fanim 25.5. Lineer bagimsiz UC fonksiyonlarman kiimesine kisaca UC kiimesi denir.

UC fonksiyonu UC kiimesi
1 " {z" 2" x, 1}
2 eax {eax}
3 sin (bx + ¢) {sin (bx + ¢), cos (bx + ¢)}
veya cos (b + ¢)
4 e {xneax’xn—leaxw'"xeax’ea:c}
{z"sin (bz + ¢) , 2" cos (bx + ¢) ,
2" sin (br + ) 2" Lsin (bx + ¢) , 2" cos (br + ),
) .
veya z" cos (bx + ¢) ...,xsin (bx 4+ ¢),z cos (bxr + ¢),
sin (bx 4 ¢) , cos (bx + ¢)}
6 e™sin (br + c) {e*sin (bx + ¢), e cos (bx + ¢)}

veya e cos (bz + ¢)

{z"e* sin (bx + ¢) , x™e™ cos (bx + ¢),

" 1e sin (bx + ¢) , 2" e cos (bx + ¢),
., xe™sin (br + ¢) , xe™ cos (bx + ¢) ,

e sin (bx + ¢) , €™ cos (bx +¢)}

7 x"e™sin (b + )
veya x"e cos (bx + ¢)

Ornek 25.6. f(z) = z*sinx fonksiyonunun UC kimesi {x?sin z, z* cos z, z sin x, x cos x, sin z, cos '}

Yontem
(1) homojen olmayan denkleminde

ao(2)y™ + a1 (2)y" Y + .+ anq (@)Y + an(z)y = F(z)
F (z) fonksiyonunu UC fonksiyonlarmin lineer kombinasyonu olmasi durumunda bu yontemi ugulayabiliriz.
(1) F = ciuy + coug + - - - + ¢y, olsun. Burada g, us, . . ., u,, UC fonksiyonlaridir.
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Uy, Usg, - - . , Uy, UC fonksiyonlarina karsilik gelen UC kiimelerini Sy, Ss, . . ., .S,, olarak belirleyelim.
Denk veya birbirinde igerilen kiimeleri elimine edelim veya iist kiimeyi segelim.

Ozel ¢oziimit bu UC fonksiyonlarmm lineer kombinasyonu oldugunu varsayalim.

91

(2)
(3)
(4) Eger UC kiimelerinin elemanlari, tiirdeg kismin ¢oziimiinde olmayacak egkilde z in en kiigiik kuvveti ile garpip kiimeyi yeniden diizenleyelim.
(5)
(6)

Lineer kombinasyondaki bilinmeyen katsayilari denklemde yerine yazarak belirleyelim.

Ornek 25.7. yrr — 2y — 3y = 2¢* — 10sinz ADD nin ¢ézimiing bulunuz.

yl —2yr — 3y =0
homojen denklemin ¢oziimii

m?—2m—3=0

karakteristik denkleminin coziimiinden m; = 3, mgy = —1 = y, = 1> + cye ® formundadir. Simdi homojen olmayan terime gelelim:

2¢” — 10sinz

fonksiyonu
(1)

e’,sinx, cos
UC fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak yazilmigtir. Buna goére UC kiimeleri

(2)
Sl = {690}
Sy = {sinz,cosx}
Birbirine denk ve egit kiime olmadigindan bu adimi gegelim.

3 ve 4. durumlar saglanmadigindan bir sonraki durum.
6) Ozel fonksiyonu bu kiimelerin olugturmus oldugu elemalarin kombinasyonu seklinde yazildigini varsayalim:

(3)
(4) Sy ve Sy kiimelerinin elemanlar ile homojen kismin fonksiyonlar: bir biri ile ayni degildir. Bu sikkida gecelim.
(5)
(6)

Yy, = Ae"+ Bsinxz + Ccosz =
Uy
y, = Ae®— Bsinx —Ccosx

Ae* + Beosx — Csinxy =
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denklemde yerine yazarsak

y — 2yt — 3y = 2e% —10sinz = Ae” — Bsinz — C' cosx — 2 (Ae® + Beosx — Csinx)
—3(Ae" 4+ Bsinx + Ccosz) = 2¢° — 10sinz =
—4Ae” + (—4B + 2C)sinx + (—4C —2B)cosz = 2¢" — 10sinzx
4A = 2,
—4B +2C = -10

1
~4C-2B = 0= A=— B=2C=-1
1
Yp = —iem—l—Qsinx—cosx
ozel ¢oziim ve

xT

1
Y=Y+ Yp = 13" 4 coe™" — 5693 4+ 2sinx — cosx

genel ¢oztimdiir.

Ornek 25.8. y/7 — 3y/ + 2y = 222 + e® + 2ze® + 4’ ADD nin ¢oziimiing bulunuz.

homojen denklemin ¢oztimii

yl — 3yl + 2y =0

m* —3m+2=0
karakteristik denkleminin ¢oziimiinden m; = 1, my = 2 = y, = c1€” + e formundadir. Simdi homojen olmayan terime gelelim:
227 4 € + 2ze” + 43

fonksiyonu

(1)
1,2’ ex’l,ex’e?)x
UC fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak yazilmigtir. Buna goére UC kiimeleri

(2)

S5, = {21}
52 = {ex}
Sy = {ze®, "}

Sy = {}



5. HOMOJEN OLMAYAN ADD 93

(3) Sy C S3 oldugundan Sy, S3, Sy kiimeleri ele alincaktir.

(4) S5 = {xe”, e”} kiimesi e* fonksiyonunu icerdiginden ve e* fonksiyonu homojen denklemin ¢éziimii iginde oldugundan S3 kiimesinin elemanlarin x
ile carpip yeniden diizenleriz: Sz = {z%e”, ze®} kiimesinin elemanlari ile 6zle ¢oziimdeki fonksiyonlar aym degildir.

(5) Yeniden diizenlenen kiimeler sirasiyla:

S = {a1)
Sy = {2%e", we"}
S4 _ {63:(:}

%glilgljsdflgﬁksiyonu bu kiimelerin olugturmus oldugu elemalarin kombinasyonu geklinde yazildigini1 varsayalim:
2/y, = Axz®+ Br+C + Da’e” + Exe® + Fe* =
—3/y, = B+2Ax+ Ee" +22De" + xEe” + 3Fe® + 2?De” =
1/y! = 2A+2De" + 2Fe” + 4xDe” + vEe” + 9Fe® 4 1> De”

p
denklemde yerine yazarsak
Yl — 3yl + 2y = 2% + €” + 2we” + 4> = 2A + 2De” + 2Ee” + 4xDe” + xEe” + 9Fe** + 2° De”
—3 (B + 24z + Ec” + 2zDe” + xEe” 4+ 3Fe + 2’ De”) + 2Aa” + Bx + C + Da’e”
+Exe” + Fe* = 22° 4 ¢* + 2we” + 4e** = (2A — 3B + 2C) + (2B — 6A) v + 2Ax?
+2De* — 2Exe” + (2E — F)e” = 22° + ¢* + 2we” + 4e3* =
2A—3B+20 =0

9B — 6A =0

24 =2

9D - E =1

—2D =2
2F:4:A:LB:&C:LF:zD:—LE:—&$

2
7
Yp = 2° + 3z + 5 + 22%e" — ze” — 3e*”

ozel ¢oziim ve
x

7
y:yc+yp:C1€w+C2€2m+x2+3x+§+2x2em—xe — 3%

genel ¢oztimdiir. O
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Ornek 25.9. Yy + 1" = 32° + 4dsinz — 2cosx ADD nin ¢ézimiing bulunuz.

homojen denklemin ¢6ziimii

yiv_'_y// — 0

m*4+m? =0
karakteristik denkleminin ¢oztimiinden m o =0, ms4 = i = Y. = €1 + 27 + c3sinx + ¢4 cos ¢ formundadir. §imdi homojen olmayan terime gelelim:
322+ 4sinx — 2cosx

fonksiyonu
(1)

22, sinz, cos x
UC fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu olarak yazilmigtir. Buna gére UC kiimeleri
(2)
S, = {1’2, x, 1}
Sy = {sinz,cosx}

Sy = {cosz,sinx}

(3) Sy = S3 oldugundan Sy, Sy kiimeleri ele alincaktir.

(4) Sy = {2?, x,1} kiimesi z, 1 fonksiyonlarim icerdiginden ve z, 1 fonksiyonlar1 homojen denklemin ¢oziimii i¢inde oldugundan S; kiimesinin eleman-
larim 22 ile garpip yeniden diizenleriz: Sy = {z%, 2%, 2?}. Boylece bu kiimenin elemanlari tiirdeg kismin ¢oziimiindeki fonksiyonlardan farklidir. Yine
Ss kiimesinin elemanlari, tiirdeg kismimn ¢oziimiinde oldugundan, elemanlar1 x ile carpalim: Sy = {zsinx, x cosx}

(5) Yeniden diizenlenen kiimeler sirastyla:

Sy = {a* 2? 2%}
Sy = {zsinz,xcosz}

seklindedir.
(6) Ozel fonksiyonu bu kiimelerin olugturmug oldugu elemalarim kombinasyonu seklinde yazildigini varsayalim:

y, = Ax'+ Br®+ Cx*+ Dzsing + Excosz =

Y, = 2Cx + Ecosx + Dsinz + xD cosz — xEsinx + 4Az® + 3B2* =
yg = 20 +6Bx+2Dcosx —2Esinx — zEcosx —xDsinz + 1242% =
y, = 6B+24Ar—3FEcosx —3Dsine —xDcosx +xkEsinw =

yf,” = 24A—4Dcosx +4Esinx + xFE cosx + xDsinx
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denklemde yerine yazarsak
Y 4+y" = 32?4 4sinz —2cosx = 24A — 4D cosx 4+ 4Esinz + xE cosx + xDsinx
+2C 4+ 6Bz + 2D cosx — 2Esinx — zF cosz — xDsinx + 12Ax?

= 322 +4sinx — 2cosx

24A+2C = 0
6B = 0
124 = 3
—2D = =2
1
2F = 4:>A:Z,B:O,C:—3,D:1,E:2
Yp = 13:4 —32® + xsinx + 2rcosx

ozel ¢oziim ve
1
Y=Y+ Yp=1C1+ Cox + c3SINT + 4 COST + ZxA‘ — 322+ xsinz + 2z cosx

genel ¢oztimdiir. O

25.2 Parametrelerin Degisimi Metodu

y'+a(z)y =b(xr)
formundaki denklemlere lineer denklemini hatirlayalim. Denklemin

y'+a(z)y =0

e (- fatoyas).
y = c(z) exp (—/a(:c)dx).

formunda aramigtik ki bu teori olarak ”parametrelerin degisimi metodu” dur. Yontemi 2. mertebden degigken katsayili bir ADD i¢in anlatalim:
ap (2)y" + ay (x)y' + as (z) = F (z) (25.1)

tiirdeg denklemine karsilik gelen ¢oztiimi

olarak elde etmistik.
(I0J) in genel ¢oztimiini

denklemini ele alalim. y; ve ys
ap (x)y" +ay (x)y' +az () =0 (25.2)
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homojen denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri olsunlar. Bu durumda
Ye = C1Y1 + C2Y2
(252) homojen denkleminin bir genel ¢oziimiidiir. Parametrelerin degisimi yonteminde ¢y, ¢z sabitleri yerine fonksiyonlar diiglintiliir. Yani
Yp = v1 (@) y1 () + v2 (2) Y2 (@) (25.3)

fonksiyonu (25.0]) denkleminin bir ¢dziimiidiir. Burada vy (x) ve vs (z) fonksiyonlarinin ifadelerini bulmamiz gerekmektedir. Elimizde 2 bilinmeyen var
ve 1 kogul olarakda (25.3)) fonksiyonunun ¢oziim olmasi var. Dolayisiyla 2. bir ek kosula ihtiya¢ duyulmaktadir.

Yp =01 (z) 4y () + v2 () 3 () + vy (2) 1 (%) + v} () 2 (2) (25.4)
Burada g, fonksiyonunu bulmadan énce daha 6nce bahsetmis oldugumuz 2. kosul olarak
v (2) 1 (2) + vy (2) y2 () = 0 (25.5)

alalm. Simdi fonksiyonun 2. tiirevini alirsak

2

Yp = v1 () yi () +v2 (2) 3 (x) + 0y (2) 9y (2) + 05 (2) 3 () (25.6)
elde ederiz. ([25.3]) fonksiyonunun ¢6ziim oldugundan (25.3)) , (25.4) , (25.0) ifadelerini (25.0) denkleminde yerine yazarsak

ao () [v1 () 9 () + vz (2) 4 (2) + 01 (2) ¥ () + 03 (2) g ()] +
ay (z) [or (z) g (2) + v2 (2) 45 (2)] + a2 () [0 (2) 1 (2) + v2 (2) 2 (2))]

N~

= F(z)=>
v1 (2) [ao (z) yi (z) + a1 (2) ¥y (2) + a2 (z) y1 ()] +
v2 ;fz [C)lo (@) y5 (x) + a1 (2) ys (z) + a2 (2) y2 (2)] + ao () [v1 (2) ¥ () + v5 (2) Y5 ()] (25.7)

elde ederiz. y; ve y, homojen denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri oldugundan ag (z) vy (z) + a1 (z) y; (x) + a2 () y1 (x) = 0 ve ag (z) vy (x) +
ar (z) yh (x) + as (x) y2 (x) kogullar saglanir. (25.7) de bunlar dikkate alirsak

ao (x) [V} (z) y1 (x) + 05 (2) 3 (2)] = F (2) (25.8)
kogulunu elde ederiz.Boylece bilinmeyen v; () ve vy (x) fonksiyonlar igin

o (@) 1 (@) + 1 () o
{ o (@) () + vh (2) g () = 12 (25.9)

8
~

I
»qo

denklem sistemini elde ederiz. Katsayilar determinanti
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olarak elde ederiz. y; ve yo lineer bagimsiz ¢oziimler oldugundan Wronkiyen W [y; (x),ys (z)] # 0 dir. Boylece (259) sisteminin tek ¢oziimii vardir.
Ve v} (z) ve v} (x) fonksiyonlarini

(()) Yo ()

PP v 10| IS A COFPIC)

1) = ) m@ a@W @), @) (25-10)
@) 9 ()
v () ?)

PP 1 e IS ol GO P C)

() = ) @] w@W (@), (@) (25-1)

yi(z) Yo
i (x) 5 (x)
Boylece [25.10) ve [25.11) de integral aldigimizda v, (x) ve vq (x) fonksiyonlarmi buluruz.

Ornek 25.10.
y' +y=tanx

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- Homojen kismin ¢oziimii

oldugundan genel ¢oziimii

Yo = €1 SIN T + € COS T

Yp = vy (z)sinz + vy (z) cos x
olsun.
y, = v1 () cos & — vy (x) sin & + vy () sinx + v (x) cos x

Burada g, fonksiyonunu bulmadan énce daha 6nce bahsetmis oldugumuz 2. kosul olarak
vy (z)sinx + vy (x) cosz =0
alalm. Simdi fonksiyonun 2. tiirevini alirsak
y, = —v1 (r)sinz — vy () cos v + v} (x) cosx — vy (x) sinx
elde ederiz. Denklemde yerine yazarsak
vy (x) cosz — vy (z) sinx = tanx
elde ederiz. Boylece bilinmeyen vy (z) ve vy (x) fonksiyonlar igin

vy () sinx + v (z) cosz =0
vy (z) cosx — vl (x)sinz = tanx
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denklem sistemini elde ederiz. Ve v} (x) ve v} (x) fonksiyonlari

olarak elde ederiz.

olarak elde ederiz.

Ornek 25.11.

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- Homojen kismin ¢éziimii

oldugundan genel ¢oziimii

olsun.
/

Yp

0 Ccos T
, tanz —sinx )
v () = +— =sinz = vy (r) = —cosx + 3
sinz  cosx
cosT —sinx
sin 0
' () cosx tanw sinx  cos’z —1
v €T = = — =
2 .
sinx cosx Cos T CosS T
cosr —sinx
ve (z) = / (cosx —secx)dr = sinz —In(secx +tanz)+ ¢4
(77).intg

Buna gore genel ¢oziim

Yp (2)

vy () sinx 4 vy (z) cos
(—cosz + c3)sinx + (sinz — In (secz + tan ) + ¢4) cos ©

czsinx + ¢4 cosz — In (sec z + tan x) cos

Ye+Yyp =c18inx + cycosx + czsinx + ¢4 cosz — In (sec x + tanx) cos x
Agsinz + Bcosx — In (secx + tan x) cos x

y/// _ 6y” + 11y/ _ 6y — 6:1,‘

m? —6m?+ 11m — 6

Ye

0= myg3 = 1,2,3 =

clex + 0262x + 036332

yp = vy () e” + vg () e?® 4+ v (x) e3”

vy (z) € + 20y (z) ¥ + 3vs () 3" + v (z) e + vh () €** + v}y (x) ¥
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2. kosul olarak
vl (x) e + b () e + v (z) ¥ =0
alalim. Simdi fonksiyonun 2. tiirevini alirsak
Yo = vy (z) € + 4vy (x) € + v (z) €7 + v} (z) €” + 20} (z) €™ + 30} (z) €**
elde ederiz. 3. kosul olarak da
V) (x) €" + 20 (z) 2" + 3vj (z) e = 0
buluruz. 3. tiirevi de alirsak
yr' =y () € + 8uy (x) €2 + 2703 (1) €% + 0 (x) €” + 40} (x) €2 + v () €
elde ederiz. Bunlar1 denklemde yerine yazarsak
V) (1) " + dvyy (7) €2 + 9vj (1) e3* = e”
elde ederiz. Boylece bilinmeyen vy (z), v (z) ve vs (x) fonksiyonlar: igin

2x +Ué (LU) €3m —
22 4 v (x) e3® =0
27 4 v (z) €3 = e”

vy () e + s (x)
vy (x) e* + 20, (z
vy (x) e* + 40 (z

)
)

(&
(&

99
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denklem sistemini elde ederiz. Ve v} (x),v} (x) ve v} (x) fonksiyonlarmi

0 62m 63m
0 2% 3¢
/ e’ 462:(: 963:(: et 62m 6390 1
U1 (SL’) - e 62:(: 63:(: - 269062906390 = U (LU) - 5']: +a
e® 2e%® 3’
e® 4e?®  9edT

T 0 63:(:

€
T 3x
e® 0 3e
, ( ) et et 9ed” Qe 3T . ( ) .
2 e 62:(: 63:(: 26xe2xe3x

e’ 2e* e
em 462m 963m

e 62:(: 0
e® 2% 0
T 2x T 2x 2%
! € de € € —2x 1 —2z
r) = = = € = Tr)=—- +c
U?’( ) em €2m 63m 2€xe2xe3x U3( ) 46 6
e 262m 363m
e 462m 963m
ve (z) = / (cosx — secx) dx o sinz — In (secx + tanz) + ¢4
7).intg
: 111 0: olarak elde ederiz. Buna gore genel ¢oziim
Yo () = v (7)€" + vy (1) e* + 3 (1) €™

1 1
— (593 + 04) e+ (e +¢5) ¥ + (—Ze_zx + Cﬁ) e
1 T T T 2x 1 T 3x
= 51’6 + cqe” + €7 + cse —Ze + cge
olarak elde ederiz. Buna gore genel ¢oziim

1 1
y = yc_'_yp:Clem+02€2m+cge3x+§x€x_'_c4em+€x_'_c5e2x_Zem_'_c6e3m

1
= Ae® + Be* + O + 53:69”
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buluruz.

26 Cauchy-Euler denklemi
‘Tanim| 26.1.

denklemine Cauchy-FEuler denklemi denir.

RO 26.2. © = ¢! dondisimii ile (Z61) denklemi sabit katsayl lineer denkleme dondisiir.

aoz"y"™ + a;z™ 'y + L+ anaay + apy =0

Ornek 26.3.
$2y” o 21’y, + 2'3/ — $3
ADD nin ¢ozimaini bulunuz.

- xr = e' doniisimii ile

d_dyar _1dy

de  dtdxr xdt

d?y LdPydt 1dy 1 (d2y dy)

t = lnz=

da? vd?de  x?dt 22 \d?2  dt
denklemde yerine yazarsak
1 [(d*y dy 1 dy
2 3
g - 22— +2y = =
22 (dt? dt cdt Y
d’y L dy
—2 —3—+2 = =
TR
Yo = cre! + coe®
ozel ¢ozimii belirsiz katsayilar ile ¢ozelim:
_ A 3t
Yp = A€
olarak arayalim. Bunu denklemde yerine yazarsak
1 1
9Ae* — 9Ae* +24e™ = M= A= 5= U= §e3t =
1
Yy = Yot Yp = cret 4 cpe®t + §e3t
2, 1 3
Yy = T+ cxr” + =z

2

=

r=c!

101

(26.1)
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Ornek 26.4.

23y — 4a*y” +8xy — 8y =4lnzx

ADD nin ¢ozimini bulunuz.

- r = ' dontisiimii ile

d?y
dx?
d3y
dx3

denklemde yerine yazarsak

1 (ddy  _d*y _dy
3_ —_— —_— —_—
’ (dt3 3dt2+2dt)

ozel ¢ozimii belirsiz katsayilar ile ¢ozelim:

olarak arayalim. Bunu denklemde yerine yazarsak

14A — 8At — 8B

dy _dydt _1dy
de  dtdr xdt

Inx =

Ldydt  1dy 1 <@_@)

rd2de  22dt 22 \de2 dt

dt3 dz  dt? dx 23\ dt2
d3y dzy) 2 <d2y dy

1 —_——
B\ d  d

xr2

dat?  dt

3

dy Py L dy
ZJ 329 4979
T dt)

1 <d3ydt d2ydt)_ 2 <@_@)
dt

)

L, =
2

1 (d*y dy 1dy
— 4= (=5 — =2 | +8r—— —8
xx?(dt? dt)+xxdt Y
dy _dy o dy
— —7T—+ 14— -8
a  aE e
Ye
yy =At+ B
1 7
5 3 Yp
= yc+yp201€t+02€2t+03€4t
1 7
= 01:)3+02:172+03:B4—§ln:v—§

= 4t =>

= 4t =

= cre 4 o€ + czet

1t 7:>
2 8
7

8 z=et
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Sabit katsayili Ikinci Mertebeden Diferansiyel Denklemlerin Uyg:
lamalar:

27 Salinim Hareketi

Sistem denge konumunda bir miktar agagi dogru cekilir ve birakilirsa gidip-gelme hareketi yapar. Buna salinim hareketi vey titresim hareketi denir.
Hava direnci ihmal edilirse, bir bagka deyisle stirtiinme kuvveti yok kabul edilirse, cisim yukarida ve agagida ayni limitler arasinda bir gidip-gelme
hareketi yapicaktir. Buna basit harmonik hareket denir. Eger stirtiinme varsa cismin salinim genligi gittikce azalicak ve cisim bir stire denge konumuna
gelicektir. Cismin bu tir hareketine serbest soniumliu harmonik hareketi denir. Bunun yani sira, cisme devamli ve sinusoidal bir fonksiyonla ifade
edilebilen bir harmonik etki verilebilir. Bu durumda cismin hareketi zorlanmus sonumli harmonik harekettir.

1: Basit Harmonik Hareket
Hooke yasasina gore ¢ekilen ve birakilan bir yayin biiyiikligii, yayin uzama miktar: ile orantili bir geri cagrici kuvvettir. Buna gore kuvveti,

F=—kx
ile gosteririz. Buna gore diferansiyel denklem
P kr = o + 0
m——s = —kr = — twr =0, wy = —
dt? ez T T T Ty

olarak verilir.
2: Serbest Sontimlii Harmonik Hareket
Denge konumundan z uzakliginda buluna bir cisme etki eden sondiiriicti kuvvetin biiytkligii
dx

h—
dt

103
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ile verilir. b > 0 sabittir ve sondiirme katsayisi olarak adlandirilir. Sondiirticii kuvvetin yonii, cismin hareket yoniine zittir. Buna gore diferansiyel

denklemi
d*x dx d*x dx
olarak veririz.
3: Zorlanmig Sontimlit Harmonik Hareket

Disaridan verilen bir kuvvet ile birlikte diferansiyel denklemi

d*x dz
- - —F
m 2 +0b t+kx (1)

olarak yazariz.

Ornek 27.1. Bir ucundan tavana asil duran bir yayn diger ucuna m = 2kg agirhiginda bir cisim asildigr zaman yay 20cm uzuyor. Denge konumunda
6cm uzakliga cekilip baslangic aninda ilk hizsiz olarak serbest birakilan cimin

(1) siirtiinme kuvveti ihmal edilerek 10s sonraki hizin1 ve hangi uzaklikta oldugunu bulunuz.
(2) Siirtiinme kuvveti cismin hizinin 4 kat1 ve devaml olarak cisme etki eden kuvvet cost oldugunda cismin 10s sonraki hizi ve hangi uzaklikta
oldugunu bulunuz. Burada g = 9.8m/s* olarak aliniz.

(1)
EAz =mg = k*0.2m = 2kg * 9.8m/s*> = k = 98N/m
yayin esneklik katsayisidir.

d*x dx Az
x(t) = crcosTt+ cosinTt =

2(0) = 0.06= c; =0.06

+492 =0=m> +49=0= myp = +7i

ilk hizs1z olmasi ise
v(0) = 2/(0)=0=2'(t) = —0.42sint + Tegcos Tt = 2/ (0) =0
Tco = 0=>c=0=
z(t) = 0.06cos7t = z(10) = 0.06 * cos (70°) = 2.0521 x 10~?

d*x dz Az dz
= 2@ = —4$ — 98x + cost = 2W+4$ + 98x = cost
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once homojen denklemi ¢ozelim
d? d
= 2 44 980 = 0= 2m’ +4m 98 = 0 = m® +2m +7 =0

= Myg = +ivV6— 1= x.(t) = e <01 cos V6t 4 ¢y sin \/6t>

simdi gelelim homojen olmayan denklemin 6zel ¢coztimiine UC yontemini kullanirsak:

= uy = cost = Sy = {cost,sint} = x, (t) = Acost + Bsint = ), = —Asint + Bcost = z), = —Acost — Bsint

d? d
= Qd—;+4d—f+98x:cost:>2(—Acost—Bsint)+4(—Asint+Bcost)+98(Acost+Bsint):cost
o 964+ 4B = 1 6,1
= (96A+4B)cost+ (—4A+96B)sint = cost = CUA+ 968 — 0 :>A—ﬁ,B—2308

6 1 .
= xz,(t) = ﬁcost—l— %smt

Buna gore ¢oziim

6 1

z(t) = e <clcOS\/6t+c2sin\/6t) +ﬁCOSt+2308 sint

0) = 0=2c=——
=(0) “T TEm

1 1
’ o _ —
2 (0) = 0= V6 2308~ @ 713848\/6
r(t) = et iCOS\/Bt—L\/éSiH\/Bt +icost+ ! sin ¢
B 577 13848 577 2308

28 Elektrik Devre Problemleri

En basit elektrik devreleri, jenerator veya pil gibi elektrik kaynagi ve enerjiyi kullanan bir rezistor (6rnegin elektrik ampiilii) (resistance) bulunan
bir seri devredir. Eger diigme kapatilirsa bir I akimi rezistore dogru akacak ve bir voltaj diigmesine sebep olucaktir. Yani rezistoriin iki ucundaki
potansiyel farkli olucaktir. Bu potansiyel farki veya voltaj diigiisii ise Voltmetre denilen bir elt ile ol¢iilebilir. Eketrik devrelerindeki basit bir kural
Kirchoff kural olarak adalandirihr, Bu kurala gore, elektrik devresindeki tiim voltajlarin toplami, toplam kuvvete esittir. Toplam kuvveti E (¢) ile
gosterirsek (emf-electromotive force)

Vi+Ve+ Ve =E(t)
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Vi +Ver+ Ve =E(t)
R rezistor (reistance), C kapasitor (capacitor), I indiikktor (inductor). I = I (t) elektrik devresindeki akimi ve ¢ = ¢ (¢) kapasitordeki ani elektrik
yiikiinii géstermek tizere

/
q¢=1
seklinde bir baginti mevcuttur. Ohm kanununa gore rezistor iizerindeki voltaj digtikliigii akim ile dogru orantihidir:
Vr = RI
burada R rezistoriin direncidir ve sabittir. Kapasitordeki voltaj diigiist ise kapasitordeki elektrik yiikii ile orantilidir ve
1
Vo= —
C Cq
olarak verilir. Burada C kapasitanstir (capacidance). Son olarak indiiktordeki voltaj diisiisii ise akimin degigim hizi ile orantilidir:
Vi =LI'

L sabitine indiktoriin inditktans: denir (henry ile 6lgiiliir) (inductance). Kirchoff kuralina gore
1
LI’+Eq+RI:E(t)

bagintisini elde ederiz. Burada tiirev alirsak ve
q =1
ifadesine gore

1
L{"+R{ +—=q = E(t)

C
1
LI”+5q’+RI’ = FE'(t)=
LI"+RI'+ 5T = B()=

2. mertebeden denklemi RCL denklemi olarak adalndirilir.

Ornek 28.1. Direnci 109 olan bir direng teli ve oz induksiyon katsayist L = 0.2 henry olan bir bobin, elektromotor kuvveti 40 volt ve kapasitans:
olmayan bir dogru akim tiretecine seri olarak baglamiyor. Baslangicta akim ve elektrik yukiu olmadigina gore.herhangi zamandaki elektrik yukuni ve
akiyma bulunuz.

- Yukaridaki denklem gore
R = 10Q,L=0.2,E(t) =40,Ve — yok =
02¢" +10¢ = 40=m?+50m=0=my =0, my = —50=

@) = ¢ +ce™
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0zel ¢ozliim igin:

u = 1,51:{1}:>S{:{t}:qp(t):At:50A:4O:>A:§:>
g (1) = %t:>q(t)201+026_50t+§t
, _so0r 4 4 4 4
q(0) = 0=c1+c=0,1=q =—50cse —I—g:>I(O):O:>5002:g:>02:ﬁ:>cl:—%
0) = oo (1) b3t 1) =5 (1)
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- wmabm = u P L

I
4

et ek ol =T AT

sagunpedhobissnnannmns



6. ELEKTRIK DEVRE PROBLEMLERI

Resistor
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Chapter 7

Lineer Diferansiyel Denklem Sistemleri

Su ana kadar bir bilinmeyenli bir diferansiyel denklemleri inceledik. Simdi ise iki bilinmeyen fonksiyonu bulunan iki diferansiyel denklemi ve genel
olarak n bilinmeyen fonksiyonu bulunan n diferansiyel denklemi inceleyecegiz. Daha 6nce Diferansiyel denklem sistemlerini tanitmak ile baglayalim.

29 Lineer sistem tiirleri (Iki bilinmeyenli iki denklem)

x ve y bilinmeyen fonkiyonlar olmak tizere 1. mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklem sistemi genel olarak,
ap ()" +as ()Y +az(t)x+ay(t)y = Fi (1) (29.1)
by ()2 +bo (£)y + b3 (t)x+ by (t)y = Fy(t) '
seklinde yazilir. Burada ¢ bagimsiz degiskendir.

Ornek 29.1.
22" + 3y — 20 +y =t
¥ =3y + 3+ 4y =€
1. mertebeden, sabit katsayl bir sistemdar.

x ve y bilinmeyen fonkiyonlar olmak tizere 2. mertebeden degisken katsayili lineer diferansiyel denklem sistemi genel olarak,

ap () 2" +as () y" +az(t) 2’ + a4 (£) Yy + a5 (t) x +ag (t)y = Fy (1)

by (t) 7"+ by (t) y" + bs (t) 2+ by (t) y' + bs (t) T + b (t) y=F (t) (29.2)

seklinde yazilir.

(29.0)) sistemini 6zel olarak
= aq (t)l’ + a2 (t)y + Fl (t)
y’ = a921 (t) T+ Q9o (t) Yy + F2 (t)

111

(29.3)
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yazilir ve bu forma Normal form denir.

Ornek 29.2.
=tr+t+1)y+t?
y = telx + 3y — ¢t

1. mertebeden degisken katsayuly lineer diferansiyel denklemi ve

a = b+ Ty +t°
Yy =2x—3y+ 2t

1. mertebeden, sabit katsayl bir sistemdar.

n sayida diferansiyel denklemden olusan sistemi genel olarak,

ZL”l = ai (t)l’l + a2 (t) To+ -+ am, (t)l’n+F1 (t)
ZL'/2 = 921 (t)l’l +CL22 (t) i) + ---+a2n (t)l’n+F2 (t)

2= apy () 11 + apa () xo + -+ + apyp () 2, + F, (1)
seklinde yazilir.

30 Diferansiyel operatorler

Burada sabit katsayili bir lineer diferansiyel denklem sistemi i¢in sembolik diferansiyel operator yontemini ele alacagiz.

d
% =12 = Dz
sekilde yazilabilir.n. mertebeden diferansiyel operator
T o pry
at"

sekilde yazilabilir.

Ornek 30.1. (i)
(D+c)x < 2’ + cx, ¢ sabit

(aD™ +bD™) z < ax™ + bz'"™ | a,b sabitler

(aOD” +a, D" '+ +a, 1D+ an) A= aox(”) + a4+, 2+ anT, g, a1, ...,a, sabitler

(29.4)
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Ornek 30.2. z(t) =t fonksiyonu icin (3D + 5D — 2) = ifadesini bulunuz.
d* (°)

dt?

d (%)

+5 T 213 = 18t + 152 — 243

(3D*+5D —2)z =3

Simdi daha genel olarak,
L =ayD" + CL1Dn_1 + -+ ap_1D + a,
yazalim. ag, ay,...,a, sabitlerdir.

_ 30.3. c; ve ¢y keyfi sabitler olmak tizere
Lleif +cagl = el L[f] + c2 L [g]

Ornek 30.4.
L=3D*+5D—2
olsun. f =t g =sint icin
L[3f +2g] = 3L[f] +2L]g]

oldugunu gosteriniz.

d> d
L[3f+2g] = Bﬁ(3t2+251nt)+5£ (3t° + 2sint) — 2 (3t* + 2sint)
= 30t + 10cost — 10sint — 6t> + 18
d> d
I _ 9% (2 Z(#2) — 92 (42
[f] 3dt2(t)+5dt(t) (%)
= 224+ 10t+6
Llg] = 3d—2(int)+5i(int)—2(int)
9= e ar >
= Hcost —bsint =
B3L[f]+2L[g] = 3(-2t*+10t+6)+2(5cost — Hsint)
— 30t+ 10cost — 10sint — 6> + 18 =
L[3f+2g9] = 3L[f]+2L][g]
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31 Sabit katsayili lineer sistemler icin operator yontemi

Simdi sabit katsayili lineer sistemler i¢in operator yontemini aciklayacagiz.

L1$ -+ Lgy = f1 (t)

Lyx + Lyy = fo (1) (31.1)

lineer sistemini ele alalim. Burada L, Ly, L3, L4 sabit katsayili lineer operatorleri agsagidaki formdadir:

Li=ayD"+a; D" '+ -+ a,_1D+ay,
Ly=byD"+b;D™ 4o+ b, 1D+,
Ly =coD? +c,DP71 4 4 cp—1D + ¢
Ly=dyDi+d DI + - +d, 1D +d,

ve a;, by, ¢;, d; katsayilar1 sabittir.

Ornek 31.1.

20 — 2y —3x =1t
22’ 4+ 2y + 3z + 8y = 2

lineer sistemint
(2D —-3)z—2Dy =t
(2D+3)z+ (2D +8)y =2

ile gosterebiliriz. Buna gore Ly, Lo, L3, Ly sabit katsayily lineer operatorleri asagidaki formdadar:

Ly=2D -3
LQE—2D

L3 =2D+3
Ly =2D+38

Yontem

(BLI) sisteminde 1.denklem L, operatorii ile ¢arpilir, 2. denklem ise Ly operatorii ile ¢arpilip taraf tarafa ¢ikartilir:
LyLyz + LyLoy = Lafi (1)
LyLsx + LyLyy = Lo f (1)
= (Laly — LoLs)x = Lafy (t) — Lafa (1) (31.2)
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sabit katsayili, tek bilinmeyenli lineer ADD elde edilir. Boliim Bdaki yontemler kullanilarak ¢6ziim bulunur. Benzer gekilde bilinmeyen y fonksiyonunu
bulmak i¢in ise (BL.I]) sisteminde 1.denklem L3 operatorii ile garpilir, 2. denklem ise L; operatorii ile carpilip taraf tarafa ¢ikartilir:

L3Lyx + L3Loy = Lsfy (t)
LyLyx + LiLyy = Ly f5 (t)
= (LgLo — LiLsy)y = Lsfr (t) — L1 f2 (1) (31.3)

Ornek 31.2.
20 =2y —3x =1t
20" + 2y 4+ 3z + 8y =2

lineer sisteminin ¢ozimint bulunuz.

- Lineer sistemi operator formu ile
(2D —-3)z—2Dy =t
(2D+3)z+ (2D +8)y =2
seklinde gosterebiliriz. Buna gore
(2D+8)/ (2D —3)x—2Dy =t
2D/ 2D+3)z+ (2D +8)y=2
= [2D+8)(2D—-3)+2D (2D +3)]z = (2D +8)t+2D (2)
= (16D +8D* —24) x = 8t 42

= (D2+2D—3):)::t+i

oncelikle homojen denklemin ¢oziimiinii bulalim:
(D*+2D—-3)z=0
karakteristik denklemi
m*4+2m—-3=0=>m; =—-3,my =1
ve genel ¢oziimii
T = cre” + cye!

olarak elde ederiz. Ozel ¢oziim icin

x, =at+0b
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formunda arayalim:

2 d 1
= —(at+b)+2—(at+b)—3(at+b) =t+ -

dt? dt 4
1
= 2a—36—3at:t+1
L o=y 1, U
—3a=1 3 36
1 11
= :):(t):xc+xp:cle_3t+026t—§t—%

y coziimiini bulmak i¢in de benzer sekilde
—(2D+3)/ 2D —-3)x—2Dy=t
(2D —-3) /] 2D+3)x+ (2D +8)y =2
= [(2D+3)2D+ (2D —-3)(2D+8)|ly=—-(2D+3)t+ (2D —3)(2)
= (16D +8D*—24)z =3t —38
= (D2+2D—3):c:—gt—1

oncelikle homojen denklemin ¢éziimiinii bulalim:
(D*+2D —-3)y=0
karakteristik denklemi
m*4+2m—-3=0=m; =—-3,my =1
ve genel ¢oziimii
Yo = kie™ + koe'
olarak elde ederiz. Ozel ¢oziim icin
Yp =at +0b
formunda arayalim:
d> d 3

= w(at+b)+2ﬁ(at+b)—3(at+b)zgt—l

= 2a—3b—3at:§t—1
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Simdi ¢y, ¢, k1, ko katsayilarinin se¢imini belirleyelim:

20 =2y —3x = t=
2% <cle_3t + cpe’ — %t — %)
—2% (k‘le_gt + ke’ + %t + %)
-3 (cle_gt + o€’ — %t — %) = =
(—c1 — 2k1) et + (=9¢y + 6ky) e = 0
el 0 = ez =

z(t) ] [ e+ et — ‘%It - %
Yy (t) o kle_gt + ]fget + gt + 12
[ 2kie 4 Shaet — 5t — 5
]{316_3t + ]fget + ét + %

O

Alternatif Yontem

Diger yontem gibi oncelikli olarak x (t) ¢dziimii bulunur. y (¢) ¢6ztimiinii bulmak i¢in, ([BI.T]) sisteminde y nin tiirevini igeren terim yok olucak sekilde
yeni bir bagint1 eldeedilip y (¢) ¢6ztimii elde edilir.

Ornek 31.3.
20 — 2y —3x =1t
20" +2y 4+ 3z + 8y =2

lineer sisteminin cozimuniu bulunuz.

- Bir onceki ornekten

1 11
=2 (t) = 1.+ 1, = cre”? + coe’ — §t_ B

olarak elde etmistik. y ¢oziimiinii bulmak igin

20 — 2y —3x =1t
22" 4+ 2y + 3z + 8y =2
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sisteminde y’ yok olacak sekilde diizenleme yapalim: Sistemi taraf tarafa topladigimda

4 +8y = t+2=
o t+2 -4
o 8
aranan ¢ozimdir.
y - t+2—4(=3cie™ + e’ — 3)
8
3 g 1 1 5

— et t+ —
2616 202 +8+12

Ornek 31.4.

lineer sisteminin ¢ozimint bulunuz.

- Lineer sistemi operator formu ile

seklinde gosterebiliriz. Buna gore

(D=1)/ (D=2)x—(D—4)y=t
(D—4) / (D-1)z+(D—-1)y=1

= [(D-1)(D-2)+(D—-4)(D-D]jz=(D—-1)t+(D—4)(1)

= (2D*-8D+6)x=—t—3
oncelikle homojen denklemin ¢oziimiinii bulalim:
(2D*-8D+6)z =0
karakteristik denklemi
m?>—4m+3=0=m; =3, my =1
ve genel ¢oziimi

T, = cle3t -+ cget

olarak elde ederiz. Ozel ¢oOzum i¢in
x, =at+0b
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formunda arayalim:

d? d
= 2— (at+b) —8—(at+0b)+6(at +b) = -t —3

dt? dt
= 6b—8a+ 6at=—t—3
6b — 8a = —3 :>a——}b——§
6a = —1 6 18
1 13
= x(t):xc—l—xp:cle?’t—i—cget—ét—l—S

Simdi y ¢oztimuni bulalim:
=y =244y =t
4y —r—y=1
denklem siteminde 3’ 1i terimi yok edersek:
2 = 3x —t—1
3
_ 2% (1€ 4 coet — it — 12) =3 (c1€¥ + o' — st — 1) —t — 1

= 20 -3r+3y=t+1l=y=

O

32 Normal Formda lineer denklem sistemleri (iki bilinmeyenli
iki denklem)
Fanm 32.1.

7 = aq (t)l’ + aqs (t)y + Fl (t)
y/ = Q921 (t) T + Qo9 (t) Y + F2 (t)
sistemine homojen olmayan, ki bilinmeyenli sistem denir.

(32.1)

Fi(t)=0, Fr(t)=0
durumunda sisteme homojen sistem denair.

Ornek 32.2.
¥ =2xr—y
Yy = 3x + 6y



120 7. LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERI

homojen sistemdir ve
¥ =2x—y—5t
Yy =3z +6y—4

homojgen olmayan sistemdir.
EEORER 32.3. 11 (1), a12 (1), a1 (), a0s (t), Fy (), Fy () fonksiyonlar: sirekli fonksiyonlar ise (321) sisteminin, bir tek
r = f(t)
= g(1)

cozumi vardrr.

32.1 Homojen lineer sistemler icin temel ozellikler

ZL’I = ai (t) T+ a19 (t) Yy

Y = ag () + ag (t)y (32.2)

homojen sistemini ele alalim.

‘Tanim| 32.4.
r=hH) , T=F()
y =g (1) y=ga(t)

fonksiyonlar: (32.2) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleri olsun. Bu durumda

fir(t) fo (t)‘
g1 (t) g2(t)

determinantina bu fonksiyonlarin Wronskian’s denir ve W (t) ile gdsterilir.

ISIEHE 52.5.

R
y =g (t) y = g2 (t)

fonksiyonlar: (32.2) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleri olmasu igin gerek ve yeter kosul
fi(t) fo (t)‘ £0
92 (1)

W) = 91 (t)

olmasidar.
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e 32.6.
x = fi1(t) ve x = fo(t)
y=g1(t) y=9(t)
fonksiyonlar: (32.2) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleri olsun. Bu durumda
x=c1fi(t) +eafa(t)
y=c1g1(t) + 292 (1)
fonksiyonuna sistemin genel ¢cozumi denir.

Ornek 32.7.
x = x = et
y = 3¢5t ve y = Bt
fonksiyonlar:
¥ =2xr—y
Yy = 3x + 6y

homojen sisteminin lineer bagimsiz bir ¢cozimleri oldugunu gosteriniz. Buna gore genel ¢ozimi belirtiniz.

e5t €3t 8t
W(t) = _geit _pst| =27 #0

oldugundan lineer bagimsizdir.
z (t) = c1€™ + coe®
y(t) = —3cie® —cy =0
fonksiyonu genel ¢oztimdiir. OJ

32.2 Sabit katsayili homojen lineer sistemler

LI?, = ax + a2y

Y = anx + axny (82:3)
homojen sistemini ele alalim. Sabit katsayili homojen denklemin ¢oziimiini
r = AeM
olarak arayalim. Buna gore
' = AleM

y' = BeM
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turevlerini (3Z3)) sisteminde yerine yazarsak
A)\€)‘t = CL11A€M + algB6)‘t
B)\e)‘t = CL21A€)\t + CLQQB@)\t

sistemini elde ederiz. e # 0 oldugundan
(au — >\)A + CL12B =0
a21A + (a22 — )\) B=0
sistemi elde edilir. Sistemin sifirdan farkli ¢oztimiin olmasi igin
(au - >\) a12 —0
az1 (a22 - )\) B

olmas1 gerekir. Buna gore
A = (a11 + azn) A+ anaxn — ajzaz =0

denklemini elde ederiz.

(32.5)

(32.6)

(32.7)

- 32.8. ([32.7) e diferansiyel sistemin karakteristik denklemi denir. Bu denklem 2’inci dereceden bir cebirsel denklem olduguna gore, denklemin
A1, Ao, gibi 2 tane koki olmaldur. Bu kékler birer birer denklem (32.3) ‘da yerine konursa her defasinda bir ozel ¢ézim elde edilecektir. Buna gore

denklemin koklerine gore ¢ozumi irdeleyelim.
32.2.1 1.Durum: Ayrik Reel kokler
BB 32.9. )\, ve Ny, (B2 e karakteristik denklemin ayrik reel kokleri olsun.

At Aot

r = Ae ve T Ase
Yy = Ble)qt Yy = Bze)\zt

fonksiyonlar: (3Z.3) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleridir ve genel ¢ézim
r = g A1eMt 4 cpAge?t
y = c1 B1eMt + ¢y Byet?t

olarak yazariz. Burada cq,co keyfi sabitlerdir.

Ornek 32.10.
' = 6x — 3y
y =2r+y
sisteminin coziumunt bulunuz.
- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler

(6-X)A—-3B=0
2A+(1-MN)B=0



7. NORMAL FORMDA LINEER DENKLEM SISTEMLERI (iKI BILINMEYENLI IKI DENKLEM) 123

ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

6— A\ -3
‘( 2 ) (1—>\)' = 0=
M—TA+12 = 0=
Ao = 3,4
koklerdir.
AL =3
icin elde edilen cebirsel denklem
3A—-3B=0
2A—2p=0 ~A=B=1
i¢in
x(t) =e¥
y(t) = e
¢oziimdyiir.
Ao =4
icin elde edilen cebirsel denklem
2 T30 soa—sp=s
icin
z(t) = et
y(t) = 2¢"
¢ozumdiir.

x(t) = et o T (t) = 3¢
y(t)=e* 7 y(t) = 2"
fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢oziim

xr = 13 4 3cqet!

y = c1e3t 4+ 2cpett

olarak yazariz. 0
Ornek 32.11.

¥ ==2x+Ty

y = 3x+ 2y

z(0) =

y(0)=-1
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sistemainin cozumunt bulunuz.

- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler
(2= N A4+7B=0
3A+(2—-A)B=0

ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

—2-=A 7
| 3 ! -y = 7
M —25 = 0=
A2 = £5
koklerdir.
A =5
icin elde edilen cebirsel denklem
) »34=—1B=21
i¢in
x(t) =T7e ™™
y (t) = —3e
¢ozumdiir.
A2 =05
i¢in elde edilen cebirsel denklem
—TA+7B=0
A sp_g =A=B=1
icin
x(t) =e
y(t) =e
¢oziimdyiir.
x(t) ="Te™ (t) =¢e"

ve © )=e¢
y(t) ==3e 7 y(t)=e"
fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir ve genel ¢éziim

x = Tere ™ + coed!
y = —3cre " + coe™
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olarak yazariz.

z(0)=9

y(0)=—1
baglangi¢ kosullarindan : sty gt

c1+ce=9 x=Te e
—31>01 —|—202 =-1 —a=hLo=2= y = —3e 5 4 27
¢ozumdiir. 0
32.2.2 2.Durum: Esit Reel kokler

EEOEE 32.12. )\ , (5270 e karakteristik denklemin esit tekrar eden reel kokii olsun.
= AeM ve T (At + Ag) eM
y = BeM y = (Bt + By)eM
fonksiyonlar: (32.3) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleridir ve genel ¢ézim
1 = ciAeM + ¢y (At + Ay) eM
y = c1BeM + ¢y (Bt + By) e

olarak yazariz. Burada cq,co keyfi sabitlerdir.

Ornek 32.13.
¥ =dr—y
Yy =x+2y
sisteminin ¢ozumunt bulunuz.

- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler
(4—N)A-B=0
A+(2-XN)B=0
ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

4—)) -1
‘( Y (2—)\)' - U=
M_6A+9 = 0=
Mo = 3
koklerdir.
A =3

icin elde edilen cebirsel denklem
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i¢in

¢oziimdiir. Ve diger lineer bagimsiz ¢oziim
i (t) = (Alt + Ag) 63t
y (t) = (Bt + By) e
seklindedir. Bunu denklemde yerine yazdigimizda
€3t (Al + 3A1t + 3142) =4 (Alt + AQ) 63t — (Blt + Bg) €3t
3 (By + 3Bt + 3By) = (At + Ag) €3 + 2 (Bt + By) e
(Al —Bl)t+(z42 —Al —Bg) :O
(Al —Bl)t+(z42 —Bl —Bg) :0

(Al—Bl):O, AQ—Al—BQZO
Al—Blz()Ag—Bl—Bg:O
:>A1:Ble2—Bgzl
:>A2:1, By =0

z(t) =e¥ x (1)
ve
y(t) =e* y(t) =
fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢éziim

r=ce® +c(t+1)e*
y = c1e3t 4 cote

(t+1)e
te

olarak yazariz.

Ornek 32.14.
' = 6x — 4y
v =x+2y
x(0)=2
y(0)=3
sisteminin ¢ozumunt bulunuz.

- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler
(6—-N)A—-4B=0
A+(2—-AN)B=0
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ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

6-2 —4 | _
‘ 12—y T 07
N —8\+16 = 0=
>\172 — 4
koklerdir.
A =4
i¢in elde edilen cebirsel denklem
ZA__2‘]§B::OO S A=2B=2=A=2B=1
i¢in
x (t) = 2t
y(t) =e*

¢oziimdiir. Ve diger lineer bagimsiz ¢éziim
i (t) = (Alt + Ag) 64t
y (t) = (Bit + By) et
seklindedir. Bunu denklemde yerine yazdigimizda
€4t (Al + 4A1t + 4A2) =6 (Alt + AQ) 64t —4 (Blt + BQ) €4t
e' (By + 4Bt + 4By) = (At + Ag) €' + 2 (Bt + By) e

(2A1 - 431) t + (2A2 - Al - 432) - 0
(Al - 2Bl)t+ (AQ - Bl - 232) = 0
(2A1 - 431) - O, (2A2 - Al - 432) - O
(A1—2Bl):0A2—Bl—2BQIO
:>A1:231:A2—2BQI2
:>A1:2731:1,A2:4, By =1
z(t) = (2t +4)et
y(t)=(t+1)e"
seklindedir
z(t) = 2t z(t)= (2t +4)e"
y(y=e" " y)=(t+ 1)
fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢éziim
= 2ce™ + ¢y (2t + 4) et
y=cret +cy(t+1)et
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olarak yazariz.
x(0)=2
y(0) =3
kosullarindan
201 + 402 =2
Cc1+ Ccy = 3

r=10e" —2(2t +4) "
y=>5"—-2(t+1)et

=c=5,c0=—-2=

32.2.3 3.Durum: Kompleks eglenik kokler

BB 32.15. \, = a +ib ve \y = a — ib, (3T e karakteristik denklemin kompleks eslenik kikleri olsun.
x = (A1 +1iAy) e™ (cos bt + isin bt)
y = (By + iBy) e™ (cos bt + i sin bt)
veya
x = e (A cosbt — Assin bt) x = e™ (Agcosbt + A sin bt)
y = e™ (By cos bt — By sin bt) Ve = et (B cos bt + Bj sin bt)
fonksiyonlar: (32.3) sisteminin lineer bagimsiz ¢ézimleridir ve genel ¢ézim
x = cre™ (A cosbt — Ay sinbt) + coe™ (Ag cos bt + Ay sin bt)
y = c1e™ (By cosbt — By sinbt) + coe™ (By cos bt + By sin bt)

olarak yazariz. Burada cq,co keyfi sabitlerdir.

Ornek 32.16.
' =3r+2y
Yy =-bxr+y
sistemainin coziumunt bulunuz.

- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler
3—XN)A+2B=0
—5A+(1-A\)B=0
ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem
BEDY 2
-5 (1—=2X)
M—4A+13 = 0=
Mg = 23
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koklerdir.
M =243
icin elde edilen cebirsel denklem
(1-3i)A+2B=0 e\ A B L .
54— (143i)B =0 = (1-31))A=-2B=A=2 B=-1+3
icin
x = 2e* (cos 3t + i sin 3t)
y = (—1+ 3i) e* (cos 3t + isin 3t)
¢oziimdiir. Burada reel ve sanal kisimlar1 ayirdigimizda
x = 2¢e* cos 3t x = 2e* sin 3t
y = e (—cos3t —3sin3t) ' y=e(3cos3t — sin3t)
fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢éziim
x = 2cye? cos 3t + 2cpe? sin 3t
y = c1e* (— cos 3t — 3sin 3t) + cye?t (3 cos 3t — sin 3t)

olarak yazariz.

Ornek 32.17.
' =Tr — 4y
y = 2x+ 3y
z(0)=2
y(0)=-1
sisteminin ¢ozumiunt bulunuz.
- Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler
(T—AN)A—-4B=0
2A+(3—-)AN)B=0
ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem
2 3-n T V7
AN —10A+29 = 0=
M2 = 5—21,5+21

‘(7—)\) —4 ‘

koklerdir.
A =5—2i
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icin elde edilen cebirsel denklem
(2+20))A—4B =0 NoA - B .
QA+ (=24 2) B =0 = (24+21)A=4B=A=4, B=2+2i
icin '
x (1) = 4e072)t = 45 (cos 2t — i sin 2t)
y(t) = (2 + 26) e®2) = (2 4 2i) e (cos 2t — i sin 2t)
¢oziimdiir. Burada reel ve sanal kisimlar1 ayirdigimizda
x = 4e” cos 2t x = 4e’ sin 2t
y=e" (20082t +2sin2t) ' y = e (2cos2t — 2sin 2t)

fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢éziim

x = 4cqe® cos 2t + 4eyed sin 2t
y = c1e™ (2cos 2t + 28in 2t) + cpe® (2 cos 2t — 2 sin 2t)

olarak yazariz.

x(0)=2
y(0)=-1
baglangi¢ kosullarindan
dey =2 :C_lc__ljx:7e‘5t+2e5t
2¢1 4+ 2¢y = —1 === y = —3e % 4 2™

x = 2e% cos 2t — 4e% sin 2t
y = 3™ (2cos2t + 2sin 2t) — € (2 cos 2t — 2sin 2¢)

¢oziimdyiir.



Chapter 8

Lineer Diferansiyel Denklem Sistemlerinin Uygulamalari

33 Salinim Hareketi

my kitlesindeki yer degistirmeyi z; ile mq kiitlesindeki yer degistirmeyi ise x5 ile gosterelim. 1. telin esneklik sabiti ki, 2. sinin ise ko olsun. Simdi
my kiitlesine etkiyen kuvvetleri diigiinelim. Burada 1.tel ve 2. telin uygulamig olduklar: kuvvetler mevcuttur. 1. telin uygulamig oldugu kuvvet

Fl = —k’ll'l

2 kiitlenin yer degistirmesi ise (xo — 1) kadardir. 2. tele negatif olarak verilen kuvvet 1. tele pozitif olarak etkiyecektir. Boylece Newton un 2.
kuralina gore
myx] = —kixy + ko (x9 — 21)
2 kiitleye uygulanan kuvvet Hooke kuralina gore
Fy = —k (56’2 - xl)
ve Newton 2. kuralina gore

mgl’g = —/{52 (ZL’Q — 1’1)
ve
mlx’l’ = —]{?11’1 -+ k’g (1’2 — 1’1)
mgxg = —/{52 (ZL’Q — ZL’l)

diferansiyel denklem sitemini elde ederiz.

Ornek 33.1. Yatay ve surtunmesiz bir duzlem tzerinde hareket etmekte olan my; = 2kg ve mo = 1kg olan cisimler sekilde gorildigu gibi agirliksiz
yaylarla birbirine tutturulmus olarak denge konumlary etrafinda salinvm hareketi yapmaktadirlar. 1. telin esneklik katsayisi ky = 4N/m 2. telin
ise ko = 2N/m olarak veriliyor. Baglangi¢ta 1. kitlenin uzaklign 1m ve 2. kitlenin uzakhgr bm/s hizsiz olarak verildigine gore herbirinin denge
konumundan hangi uzaklikta oldugunu bulunuz.
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mlflflll = —]{311’1 + ]fg (LL’Q — flfl)
mgl’g = —]{32 (1’2 — .]71)

sisteminde verilenleri yerine yazip diizenledigimizde

sistemini ¢ozmeliyiz.

N R A

4

4

U

22 + 6x; — 229 =0
xh —2x1 + 229 =0

71 (0) = 1,44 (0) = 0
25 (0) = 5.4 (0) = 0

(D*+2) / (2D*+6)x1 — 225 =0

2/ —2x14 (D?*+2)29 =0

(D*+2) (2D*+6) —4)z; =0

(2D* +10D* +8) z; = 0 =

m*+5m°+4=0= (m*+1) (m*+4) =0

my o = &4, m3 4 = £2i

x1 (t) = ¢ cost + cosint 4 c3 cos 2t + ¢4 sin 2t

22 + 621 — 215 = 0 =

x9 = 2 + 31y

(—c1cost — cosint — 4eg cos 2t — 4degsin 2t) + 3 (¢q cost + cosint + ¢3 cos 2t + ¢4 sin 2t)

2c1cost + 2cosint — c3co8 2t — ¢4 8in 2t

21 (0) =1,25(0) =5 = glcl—i__c?’c::% =0 =2,03=—1
2, (0) = 0,2, (0) = 0 = gzc2+—2;i42200 — ey =0,c0=0

x1 (t) = 2cost — cos 2t
T (t) = 4 cost + cos 2t
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34 Elektrik Devre Problemleri

1
¢ =I1,Vg=RIVc = Eq,VLzLF

Sekile gore ABGF kapali devresinde toplam voltajlar egit olmahdir. Buna gore
Ve, + Vi, =E=RL+L(I;-1,)=FE= LI} — L1 [, + R, = F
BCFG kapali devresinde ise
Vi, + Ve, + Vi, =0= Ly (I, — I}) + Roly + Lol = 0

diferansiyel denklemleri ile
LI — LI+ R, =F
—Li I+ (L + Lo) I5 + RoI, =0

sistemini elde ederiz.

Ornek 34.1. Yukardaki elektrik sisteminde Ly = 0.02H (enry), Ry = 108, Ly = 0.04H, Ry = 20Q, E = 30V wve baslangi¢ akima sufir olduguna gore
herhangi zamandaki akimi bulunuz.

_ 0.020; = 0021, +101; =30 _ I{ — I + 5001, = 1500
—0.021{ + 0.06I5 + 201, =0~ —I{ + 31}, + 10001y = 0
_. (3D +1000) / (D +500) I, — DI = 1500
D/ — DIy + (3D +1000) I, = 0
= [(3D + 1000) (D + 500) — D?] I; = (3D + 1000) (1500)
= (2D*+2500D + 500 000) I; = 1500000
= (D? + 1250D + 250000) I; = 750000

= I} 4+ 12501; + 2500007, = 750000
denkleminin oncelikle homojen kismin ¢oziimini elde edelim:
= I/ +12501] + 2500001, = 0 = m?* + 1250m + 250000 = 0 = (m + 250) (m + 1000) = 0
= my = —250,1m9 = —1000 = I, . (t) = c;e” 2% 4 ¢y~ 1000
ozel ¢oziim icin
Ly=A=A=3=1(t) = cie % 4 7100 13
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olarak buluruz.

sisteminde [/, terimlerini yok edersek:

=

4

Ul

8. LINEER DIFERANSIYEL DENKLEM SISTEMLERININ UYGULAMALARI

I} — It + 5001, = 1500
—I} 4 31, + 10001, = 0

4500 — 21} — 15001
211 4 15001, 4 10001, = 4500 = I, = 10100 !

4500 — 2 (—250c1e72% — 1000coe17%) — 1500 (cre™2°% 4 coe 1000 4 3)

I
1000
500c5e 0% _ 1000, e~25%
1000
I, = @e—looot — ¢yem 20

2
11(0) =0=c+c=-3
L(0)=0= —c; + /2 =0
Cy = —2,01 = —1.

35 Karisim Problemleri

sekildeki sistemde, 1. tanka c¢ 4 bir kimyasal rdl—k hizla bosaltilmaktadir. Ayrica 1. tanktan ri5 hiz ile bir bosaltim ve r9; hizi ile 2. tanktan akim
meydana gelmektedir.2. tanka ise 1. tanktan r5 hizinda bir miktar kimyasal girisi olurken ry; ve r,,; hizi ile ¢ikis meydana gelmektedir. A; ve A, ile
1. ve 2. tankerdeki kimyasal miktarlarini belirtirsek ve Vi, V5 ile sirasiyla 1.ve 2. tankerin hacmini belirtirsek

—dAl = rc—r 1 +r é
Pl 12 v 21 v,
o 7’1271 (ro1 + Tout) 72

diferansiyel denklem sisteminin ¢6ziimii 1. ve 2. tankerdeki kimyasal miktarlarini vericektir.

Ornek 35.1. Birbiriyle baglantilh X ve Y tanklarinda X baslangictalQ0lt lik tuzlu suyun i¢inde bkg tuz, Y ise 100t like tuzlu suyun i¢inde 2kg Lk
tuzlu su i¢cermektedir. 6 1/dk Lk bir hz ile X tankerine saf su girisi olmaktadir. X tankerinden Y tankerine tuzlu su 8 l/dk lk bir hizla akmaktadar.
Y tankerinden X tankerine ise 2 l/dk Uk hizla tuzlu su geri pompalanmaktadir. Y tankerinden tuzlu su 6 1/dk hizla bosaltimaktadir. Herbir tankta
cozunirlik homojen olucak sekilde karistirildigina gore tanklardaki, herhangi bir zamandaki tuz miktar, nedir?

c=0,7r=06l/dk, rio =8l/dk,r91 = 2l/dk, 1 = 6l/dk
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1. tankta 6l/dk Lk bir giris ve toplamda 8 — 2 = 6 1/dk Lk bir ¢ikis oldugundan toplam litrede bir degisim olmayacaktir. Ve benzer sekilde Y tankinda
da 8-2=6 Lik bir giris ve 6 lk bir ¢ikis oldugundan Y deki hacim degismeyecektir. Buna gore denklemsi

dx x Y
@ = o700 100
dy  _ @ Y

dt 8100 8100

z(0) = 5, y(0) =

sisteminin ¢ozumainden

= fog, ~ A 81(2)0 0=\ + >\+—3 0=\ ! k
3 - o = 1 y N2 — TS
o = 25" " 625 25 25
1 = _Lst = 15t
S M=o TTACE L Ay2B=0=B=24=1= *~°7
25 y = Be ! y = 2¢ st
3 r = Ae 35t xr = —6_235t
= M =—= =4A+2B=0=B=2A=-1=
b5 T y=Bew! " ’ y = 2¢ 5"
3

—Lt -2t
T = cCie 25" — (o€ 25

- Yy = 2616_%t + 2626_%t - (O> =%y (0) =2
Sb=c1— ¢ - B x =3¢ 3! + e 25t
= 2 =2c1 + 2¢y =a=36="2= y:6e_2lst—4e_%t
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Fl=kit F=42pln)
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Chapter 9

Numerik Yontemler

y'=f(z,y)
35.1
y (20) = wo (35-1)
BDP nin ¢oztimiinii bulmak herzaman miimkiin olmayabilir. Bu ytizden bunlarin ¢oziimleri i¢in diger bir yaklagim da niimerik yontemlerdir.

36 Eulerﬂ yontemi

(B5.1) BDP nin gergek ¢oziimii ¢ (x) olsun. h yeterince kiigiik pozitif bir artim olmak {izere

r1 = g+ h
To = X1+ h
Tpn = Tp-1+ h

Bu noktalardaki yaklagik ¢oztimler yy, yo, ..., y, ve gercek ¢oziimler o (1), ¢ (z2), ..., ¢ (z,,) olsunlar.

Fianm 36.1.

Yn — @ (37”)

%0 =
i @ (Tn)

100

oranina yiuzdelikli bagil hata denir.

'Leonhard Paul Euler (15 April 1707 — 18 September 1783) was a pioneering Swiss mathematician and physicist who spent most of his life in Russia and Germany.
139
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¢ (z), fonksiyonu gergek ¢oztim ise (B5I]) BDP yi saglar.

denklemde her iki tarafin (zo, z1) araliginda integralini alirsak

/“so%x)dx = [ e @)de =

zo

T
¢ (1) —p(0) = f(z, 0 (z))de =
xo
o) = wt [ fp@)ds
zo
Euler yontemi soldaki integraldeki f (z, ¢ (x)) degeri yerine f (2o, (20)) = f (0, yo) degerini alir. Buna gore

o(z1) =~ yo+/ I (2o, y0) dx

/xl f(xo,y0)dx = f(zo,90) (1 — w0) = hf (20, %0) =

o

(r1) = yo+hf(zo,v0)

Buna gore ¢ (r7) yaklagimimi

y1 = yo + hf (xo, yo) (36.1)
olarak elde ederiz. (B6.1]) yaklagiminin herbir x4, xs, ..., x,, noktalar1 i¢in genellestirilmesine
Yn = Yn—1 + hf (Tp—1,Yn-1) (36.2)
Euler formiilii denir.
Ornek 36.2.
y'=2r+y
y(0) =1

BDP nin x =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1 noktalarindaki gercek ve yaklasik ¢cozimlerini bulup yizdelik hatay: elde ediniz.
- Oncelikle gercek ¢ozimii bulalim:
y=y=y=ce
homojen kisman ¢ozumi
y=c(x)e



homojen olmayan kisman cozimleri olmak tzere
d(z)e” +c(z)e”

¢ (x)
)
y (0) =1 kosulundan

fonksiyonu gercek ¢ozimdir. h = 0.1, f(x,y) =2x+y

9. EULERH YONTEMI

= 20+c(x)e’ = (v) =22 = c(z) = /Qxe_””da?

= 2" -2xe "+ =
= —2-—-2z+ce”

T = 3=

y = px)=

v (0.1)

—2 —2x + 3exp (v)

x, | Kesin ¢ozim | Yaklasik ¢ozim | %dp
0 |1 1 0
0.111,1155 1,1 1, 3906
0.2 1,2642 1,23 2,7059
0.3 1,4496 1,393 3,903
0.411,6755 1,5923 4,9642
0.5 1,9462 1,8315 5, 8902
0.6 | 2,2664 2,1147 6,6924
0.7]2,6413 2,4462 7, 3869
0.8 3,0766 2, 8308 7,9911
0.9 |3,5788 3,2738 8,5214
1 14,1548 3,7812 8,9923
Ornek 36.3.
’_ xy?
Y=Y+ 355
y(0) =2

BDP nin x =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1 noktalarindaki gercek ve yaklasik ¢cozimlerini bulup yizdelik hatay: elde ediniz.

- Oncelikle gercek ¢oziimii bulalim (Bernoulli denklemi):

Y Y
y? y?

T 1
L = 4 —=z==

10 Y

10
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Maximum error= 33.8122% when his 0.5

Maximum error=8.9923% when his 0.1

error

o
=

Maximum error= 19.9918% when his 0.25

Maximum error= 4.6922% when h is 0.05

02 04 06 08 1 12



homojen kisman ¢ozumi

homojen olmayan kisman ¢ozimler: olmak tzere

y (0) = 2 kosulundan

1

fonksiyonu gercek ¢ozimdir. h=0.1, f(z,y) =y + 55

9. EULERH YONTEMI

z=c(z)e "
te(@e s d @) =" = c(r)=— [ —e'd
10 C\T c (T 10 x 106 X
1 x €T
10 e +106 +c =

L + ! +ce = ! + ! +ce” h
——z+-—+c =|——z+-—+c
10" 10 T Y 10" 10 T

2
g:>

112 N\
@(x)—(—ﬁx—l—E#—ge )
¢ (0.1)

x, | Kesin ¢ozim | Yaklasik ¢ozim | %o

0 |2 2 0
0.1]2,2127 2,2 0,57431
0.2 | 2,454 2,4248 1,1896
0.3 | 2,7298 2,6791 1,8579
0.4 |2,7298 2,9685 2, 5944
0.5]3,4175 3, 3006 3,4196
0.6 | 3,8532 3,6852 4,361
0.7]4,3738 4,1352 5,4562
0.8 15,0067 4, 6684 6, 7579
0.9 ] 5,7928 5, 3096 8,3423
1 16,7957 6,0942 10, 322
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error

error
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Maximum error= 30.4708% when his 0.5

Maximum error= 10.3223% when h s 0.1

Maximum error= 20.3552% when his 0.25

error

02 04 06 08

Maximum error= 5.6885% when h is 0.05

02 04 06 08
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37 Runge-Kutta Yontemi

x1, To, ..., T, noktalar: icin Runge-Kutta yontemi ile yaklagik ¢coztim

kl - hf ((xna ) )
X ) yn o
37.1
nf (2, + é,yn + &) BT
1
K = 6 (k1 + 2ko + 2k3 + ky) (37.2)
Ynt1 = Yo+ K (37.3)
olarak elde edilir..
Ornek 37.1.
y'=2r+y
y(0)=1

BDP nin x =0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1 noktalarndaki gercek ve yaklasik ¢ozimlerini bulup yizdelik hataye elde ediniz.
- Oncelikle gercek ¢ozimi bulalim:

Yy =y=y=ce
homojen kisman ¢ozumi
y=c(z)e

homojen olmayan kisman cozimleri olmak tzere

d@)e"+c(x)e’ = 2u+4c(x)e’ = (x) =2xe" = c(x) = /2xe‘xda¢

clx) = =2 =2z "4 =
y = —2-=2zx+ce”
y (0) =1 kosulundan
cT = 3=
y = ¢(r)=—-2—2x+ 3exp(x)

¢ (0.1)
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fonksiyonu gercek ¢ozimdir. h = 0.1, f(x,y) =2x+y

x, | Kesin cozim | Yaklasik ¢cozim | %o
0 |1 1 0
0.1]1,1155 1,1155 2,279¢ — 005
0.2 |1,2642 1, 2642 4,4449¢e — 005
0.3 1,4496 1, 4496 6,4263e — 005
0.4|1,6755 1,6755 8,1928e — 005
0.5 1,9462 1,9462 9,7438¢e — 005
0.6 | 2,2664 2,2664 11,097e — 005
0.7 2,6413 2,6413 12,277e — 005
0.8 3,0766 3,0766 13, 312e — 005
0.9 3,5788 3,5788 14, 229¢ — 005
1 4,1548 4,1548 15,05e — 005
Ornek 37.2.
o xy?
Y=Y+
y(0) =2

BDP nin = 0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1 noktalarindaki ger¢ek ve yaklasik ¢ozimlerini bulup yizdelik hatay: elde ediniz.
- Oncelikle gercek ¢ozimi bulalim (Bernoulli denklemi):

! x 1
% = % + 0 =z = § =
= i
10
homojen kisman ¢ozumi
z=c(x)e™
homojen olmayan kisman cozimleri olmak tzere
—d(x)e ™ +c(x)e™ = 1£0 +ce(z)e™ = (z) = —1—%695 =c(z) =— / %e:”dm
1 xT ]' xT
clz) = —1p%¢ + T0° +c =

LU B Loyl e -
= ——r+—+ce =|——=x+ — +ce
107710 J 10° 710
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Maximum error= 0,067558% when h is 0.5

error

x10*

Maximum error= 0.0001505% when his 0.1

%10’

x10®

Maximum error= 0.0051908% when his 0.25

Maximum error=9.8056e-006% when h is 0.05
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y (0) = 2 kosulundan

9. NUMERIK YONTEMLER

2
c1 = g =
1 12 N\
y = @(x)—( 10x+10+5e )
¢ (0.1)
fonksiyonu gercek ¢ozimdir. h = 0.1, f(x,y) =y -+ xl—%Q
x, | Kesin ¢ozim | Yaklasik ¢ozim | %de
0 |2 2 0
0.1]2,2127 2,2127 6,4525e — 006
0.2 2,454 2,454 1,3774e — 005
0.3 ]2,7298 2,7298 2,234e — 005
0.4 ]2,7298 2,7298 3,2728e — 005
0.5 13,4175 3,4175 4,5861e — 005
0.6 | 3,8532 3,8532 6, 3288e — 005
0.714,3738 4,3738 8, 7773e — 005
0.8 | 5,0067 5, 0067 12,458e — 005
0.9 15,7928 D, 7928 18,457e — 005
1 16,7957 6, 7957 29, 224e — 005

O

Asagidaki grafik ile 1. ve 2. 6rneklerin Euler ve Runge-Kutta yontemi ile ¢dztimiinden elde edilen yaklagik ¢oztimlerin kargilagtirilmasi gosterilmektedir.
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9. RUNGE-KUTTA YONTEMI

Maximum error= 0.1353% when h is 0.5

x10*

Maximum error=0.00029224% when h is 0.1

error

0012

o
=
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FIGURE 37.1. Ornek 1. icin ve Ornek 2. icin



9. SISTEMLER ICIN EULER YONTEMI

38 Sistemler icin Euler yontemi

' = f(t,x,y)
Yy =g(t,xy)
xXr (to) = X
Yy (to) = o
sistemi i¢in Euler yontemi
tn—i—l - tn + h
Tp+1 = Tp + hf (tna o yn)
Yn+1 = Yn + hg (tna L yn)
n = 1,2,3, ..
ile verilir.
Ornek 38.1.
2 =5r — 2y
y =3z
z(0)=1
y(0)=2

sisteminin gercek ve yaklasik ¢oziminin t = 0.1,0.2, ..., 1 noktalarindaki degerlerini bulup yizdelikli bagil hatay bulunuz.
- Oncelikle gercek ¢oztimii bulalim. Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler

(5-\)A—2B=0
34+ (=\) B =0

ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

5—2A) =2
'( 3 ) (—A)‘ = 0=
N —BA+6 = 0=
Aig = 3,2
koklerdir.
M =3
icin elde edilen cebirsel denklem
2A—-2B =0 @ A—B—1

151
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i¢in

¢ozumdiir.

icin elde edilen cebirsel denklem

i¢in

¢ozumdiir.

9. NUMERIK YONTEMLER

z(t) = et
y(t) =e”
>\2:2
3A—-2B =0
94— 9B — 0 =3A=2B=6

x(t) = 2%
y(t) = 3e*
x(t) = e t) = 2e*

fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢oziim

olarak yazariz.

kosullarindan

xr = 13 4 2cqe?
y = c1e3 + 3cpe?

z(0)=1
y(0) =2
=c=—1lc=1=



¢ozumdiir.

39

9.

SISTEMLER ICIN RUNGE-KUTTA YONTEMI

tn |z (tn) zp, () y(ta) [yn(ta) | |752].100 | (222100
0 |1 1 2 2 0 0
0.1]1,0929 [1,1 2,3143 2,3 0,64535 | 0,62002
02]1,1615 | 1,19 2,6534 2,63 2,451 0, 88022
0.3]1,1846 [ 1,259 3,0068 | 2,987 |6,2775 0, 65696
041,131 1,2011 [ 3,3565 | 3,3647 | 14,159 0,24413
0.5]0,95487 [1,2637 [3,67323,752 | 32,343 2,1473
0.60,59059 |1,1452 [3,9107 [ 4,1311 93,902 5,6368
0.7 [ —0,05577 [ 0,89151 | 3,9994 | 4,4747 | 1698, 5 11,883
0.8 [ —1,1171 [0,44233 |3,8359 [4,7421[139,6 23,625
0.9 —2,7804 | —0,28494 | 3,2692 | 4,8748 | 89, 752 49,114
1 | —5,3074 | —1,4024 |[2,0816 |4,7894 | 73,577 130, 08

~

I
@
=

8
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NSO I g
TN N
~+
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I
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o

=
~—
I
<
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Sistemler icin Runge-Kutta yontemi
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9. NUMERIK YONTEMLER

h=05
XEXBC[
4 PN = Voa
P AN X
PP ‘appromiate
L --- y,
_ - approsimate
0
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t
h=01
XEXBC[
4 PPN = Voa
T N = Kepproniate
L y,
aproinae
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t
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—x
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Vagproinate
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= Voat

— X
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[ J
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9. SISTEMLER ICIN RUNGE-KUTTA YONTEMI

sistemi i¢in Runge-Kutta yontemi

tn-‘,—l
ki

my

ko
mgy
ks

ms3

Ln+1

Yn+1

ile verilir.

Ornek 39.1.

sisteminin gercek ve yaklasik ¢ozimunin t = 0.1,0.2, ..., 1 noktalarindaki degerlerini bulup yizdelikli bagil hatayr bulunuz.

t, +h
hf (tnu ZI}'n, yn)
hg (tn, Tn, Yn)

f(tn +h xn+k3,yn—|—m3)
hg (tn+h7xn+k37yn+m3>
ki + 2ky + 2ks + ky

6
m1—|—2m2+2m3+m4
6

T, + K

Yn + K

1,2,3, ...
x' =bxr — 2y
y =3z
z(0)=1
y(0)=2

- Oncelikle gercek ¢ozimii bulalim. Sisteme kargilik gelen lineer cebirsel denklemler

(5-\)A—2B=0
3A+ (=\) B =0

155
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ve sisteme karsilik gelen karaktestik denklem

koklerdir.

icin elde edilen cebirsel denklem

i¢in

¢oziimdyiir.

icin elde edilen cebirsel denklem

icin

¢oziimdyiir.

olarak yazariz.

kosullarindan

9. NUMERIK YONTEMLER

G- -2| _
‘ 3 (=n V7
M _BA+6 = 0=
)\12 = 3,2
A =3
94 —92B =0
sA_3p—g ~A=b=1
z(t) = e
y (t) = e
Ay = 2
34—2B =0
94— 9B =0 =3A=2B=6
x(t) = 2%
y (t) = 3e*

x(t) = e o T (t) = 2e*
y () =e* " y(t) =3

fonksiyonlar: sisteminin lineer bagimsiz ¢oztimleridir ve genel ¢oziim

r = 1€ + 2c9e?
y = c1€® + 3cpe*

z(0)=1
y(0) =2
26 =1 =c=—1lc=1=



¢ozumdiir.

Asagidaki grafik ile Euler ve Runge-Kutta yontemlerinin karsilagtirilmas: verilmistir.

9.

SISTEMLER ICIN RUNGE-KUTTA YONTEMI

tn |z (ty) zy, (tn) y(tn) | yn(ta) | |5522].100 | 2221100
0 |1 1 2 2 0 0
0.1]1,0929 [1,093 2,3143 [ 2,3144 [ 0,0014448 | 0,00056314
02]1,1615 | 1,1616 2,6534 | 2,6534 | 0,0037923 | 0,0014062
0.3]1,1846 | 1,1847 3,0068 | 3,0068 | 0,0077479 | 0,0026421
0.4]1,131 1,1311 3,3565 | 3,3567 | 0,01498 | 0,0044487
0.5[0,95487 10,95517 [ 3,67323,6734(0,030614 |0,0071228
0.6 [0,59059 [0,59107 [3,9107 | 3,9111 [ 0,081778 [0,0112
0.7 [ —0,05577 | —0,054996 | 3,9994 | 4,0001 | 1, 388 0,017752
0.8 —1,1171 | —1,1159 [3,8359 3,837 [0,10858 |0,029289
0.9]—2,7804 | —2,7786 [3,2692]3,271 [0,067179 |0,053374
1 [ =5,3074 | —5,3046 |2,0816]2,08430,053445 |0, 12825
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h=05 h=025
exact xEXaC[
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Chapter 10

Laplace Donusumu

40 Laplace ve Ters Laplace donusmiu

Laplace dontigiimleri, baglangic sinir deger problemlerinin ¢oziimleri i¢in ¢ok etkili bir yontemdir. Burada uygulanacak olan iglemler sirasiyla

Adim 1.: Verilen ADD cebirsel denkleme doniigtiiriiliir.
Adim 2.: Cebirsel denklem ¢oziiliir
Adim 3.: 2. adimdaki cebirsel denklemin ¢6ziimii, ters dontisiim ile ADD nin ¢éziimii elde edilir.

Bu yontemin ¢ok onemli avantajlari mevcuttur.

1.: Baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiu direkt olarak elde edilir. Diger yontemlerde ¢ sabitleri ile elde edilen ¢oziimde baglangic kosullar:

verilerek ¢ sabitleri bulunur.
2.: En 6nemli avantaji homojen olmayan denklemlerde, sag taraftaki fonksiyonun siirekli olmadigi durumlarda da ¢6ziimii elde edebiliriz.

fPanim 40.1. f (t), t > 0 fonksiyonun Laplacdl déniisimii F (s) ile gosterilir

F(s)=L(f) = /OO e~ f (1) dt (40.1)

0

ile tanimlanar.

WBamim| 40.2. F (s) fonksiyonun ters Laplace doniisimii ise f (t), t >0 dir
f(t)=L""(F)

ile gosterilir.

IPierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827) Fransiz matematikgi, Pariste profesorliikk yapmig ve Napoleon Bonaparte 1 senelik 6grencisi olmusgltur.

161



162 10. LAPLACE DONUSUMU

40.3. t ye bagl olanlar fonksiyonlar s ye bagl olanlar: da doniisimler olarak disunecegiz. Fonksiyonlar: kiictik harfler ile donisiumler:
ise biyik harfler ile gdsterecegiz. f(t) fonksiyonun donisimi F (s), y (t) fonksiyonunun déniisimi Y (s).

Ornek 40.4. f (t) =1 fonksiyonun Laplace déniisimini bulunuz.

o 1 |
L(f)= / e tdt = ——e™| ==
0 S 0 S
U
Ornek 40.5. f(t)=e", a sabit fonksiyonun Laplace dontigtimiini bulunuz.
o 1 > 1
L(f)= / e edt = — e~mat = , 5>a
0 s—a o S—a
O
BEEBRER 10.6. Laplace dondisimii lineerdir:f (t), g (t) fonksiyonlari ve a,b sabitleri icin
L(af +bg) = aL(f)+bL(g)
PROOF. - - -
L(af+bg) = / e (af (t)+bg(t)dt = a/ e f (t) dt + b/ e g (t)dt = aL (f) +bL(g)
0 0 0
O

BEBRER 10.7. Ters Laplace dondisiimii lineerdir:f (t), g (t) fonksiyonlar: ve a,b sabitleri icin
L™ (af +bg) = aL™' (f) + 0L (9)

Ornek 40.8. coshat ve sinh at fonksiyonlarinin Laplace doniisiumlering bulunuz.

6at ‘l‘ e—at
2

at —at
= L(coshat) =L (%) = %L (™) + =L (e™)

IR O U U S
- 2\s—a s+a) s2—a2

= coshat =
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U
at __ e—at
= sinhat = 5
at _ ,—at 1 1
= L(sinhat) =L S R (e™) ==L (e™™)
2 2 2
11 1\ o«
- 2\s—a s+a) s2—a?
f) [ F(s)=L{f)|f({) Fs)=L(f)|[({) F(s) = L(/f)
—a b2—a?)s
1 1 e cos wt o cos at — cos bt m
1 at o w ebt_eat s—a
t 32 e t sin wt 7(3—0,)2-1-102 r— : In ? 2
] a 2(1—cosha s°—a
t? Z teat <s_1a>2 (=codh af) In <=
—COoS W $2fw?
et = t sin wt (822+w1j2)2 sl arctan 2
coswt | i 1 — coswt S(Sguijwz}) te a>—1 Fi‘:ﬂ)
sinwt | wt — sinwt 82(;2”7;02) t=1/2 T
coshat | 2 sin wt — wt cos wt (sziw;)g t1/2 2;/52
sinhat | % sin wt 4+ wt cos wt (822;”;82)2 u(t—c) %e—sc
BEEEEE 10.9. f (1) fonksiyonunun Laplace dondisimii F (s) olsun. e f (t) fonksiyonunun Laplace doniistimii F (s — a) dor
L(f(t))=F(s)= L(c"f () =F(s—a)
ve
e f(t) = L7 (F (s — a))
PROOF.
F(s—a)= / e~ () dt = / e (e®f (1)) dt =L (e™f (1))
0 0
U

Ornek 40.10. ¢* cos wt, e sinwt fonksiyonlarimin Laplace dondistimiini bulunuz.
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Ornek 40.11.

ise [ fonksiyonu nedir?

Lr®) =25 flOO -
Ornek 40.12.
ise [ fonksiyonu nedir?
Gozitm. .

F(s—a) = L(e"

3 310 3 10 3
— L—l I R L—l 10 — _L—l _
() (52 + 100) <s2 + 102) 10 52 + 102

25

10. LAPLACE DONUSUMU

F(s) = L(coswt)=

F(s) = L(sinwt)=

L(f(t) =

Ornek 40.13.

olduguna gore f (t) fonksiyonu nedir?

= =
s2—4s+29  (s—2)%+25

L(f) =

t cos wt) =

ri-1(

52 + w?

52 4+ w?

2.5

3s — 137

52 4+ 254401

(s —2)* + 52

s—a
(s —a)* 4+ w?

)= (yrrm

5
) + 52

10 sin (10t)

) = 5e? sin (5t)
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L) = 35— 137  3s—137  3(s+1)—140
s2+25+401  (s+1)°+400  (s+1)*+202
(s+1) 140 20

- v = @ =
(s+1)°+202 20 (s+1)° + 202

. (s+1) 140 20
fo= L e s T o0 T Lo
(s+1)24+202 20 (s+1)%+ 202

= 3e 'cos (20t) — Te ' sin (20¢)

f (t) fonksiyonunun Laplace déniigiimii olmasi igin siirekli olmasi gerekmez ancak belli kogullar1 saglamahdir.

- 40.14. Herbir sonlu aralikta sirekli olan f (t) fonksiyonuna parcaly sirekli fonksiyon denir.

BB 40.15. f (1) fonksiyonu parcaly siirekli ve
|f ()] < MeM, M >0

kosulunu saglyorsa, fonksiyonun Laplace doniisimi vardar.

41 Turev ve integrallerin Laplace Donusumu

BRERER 41.1. f (1) fonksiyonu (n — 1). mertebeye kadar tirevleri sirekli olsun

L(f) = sL(f)=[f(0)
L(f") = sL(f)—sf(0)—f(0)
L(f") = $’L(f)—s"f(0)—sf'(0) = f"(0)

L(f™) = s"L(f)=s""f(0) =" 2f(0) = s" 27 (0) — -+ = sfO72(0) — f7(0)

Ornek 41.2. f (t) = tsinwt fonksiyonu i¢in L (f") degerini hesaplayiniz.
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L(f") = sL(f)—sf(0)— f(0)

fO) =0

f(t) = sinwt+ wtcoswt =

f(0) = 0=

L") = SL(f) =20 2ws’

(s? + w2)2 (s? + w2)2

_ 41.3. F (s) fonksiyonu f (t) fonksiyonunun Laplace déniisimii olsun.

L(/Otf(a)da) zéF(s):/Otf(a)da:L_l (%F(s))

Ornek 41.4. Teorem[f1.3 i kullanarak

— (1 — coswt)

O

a — — sinwa

=g(t)

)

t

0
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42 BDP problemlerine uygulamalari

Simdi Laplace dontigiimiiniin BDP problemlerinin ¢éziimiine nasil uygulandgimi gorelim:

v +ay +by = r(t) (42.1)
Y (O> = ko,
y'(0) = k

BDP problemini ele alalim. (@2.1]) denklemine Laplace déniigiimii uygulayalim:

= L' +ay +by)=L(r(t)
= L") +aL(y)+0bL(y) = R(s)
= ("L (y) — sy (0) —y'(0)) +a(sL(y) —y(0)) + bL (y) = R(s)
= (S"+as+b)Y(s)=R(s)+ (s+a)ko+ ki
= Vi) =Ly = o szf:sailzo -
L(R(s)+ (s+a)ky+ ks
- =L ( 52+as+b )
Ornek 42.1.
y'—y =t

BDP nin ¢ozimiini bulunuz.
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Ornek 42.2.

BDP nin ¢ozimiini bulunuz.

10. LAPLACE DONUSUMU

LG —9)= L)
L)~ L(y) =
PL)~sy(0) 9/ (0) ~ L) =

sinht —t + ¢

y" +16y = bHsinx,
y(0) = 0, ¥(0)=0



10. BDP PROBLEMLERINE UYGULAMALARI

= L(y"+16y) = L(5sinx)

= L(y")+16L(y) =

s2+1
= (PL(s) = sy(0) ¥/ () +16L(y) = o~
S (P16 L0) = 5o

M _1< ( = _s2+16))

< (s2+1) -
( ¢~ Lsin 4;5)

»-lklr—*
/—\
V)

[N}
_|_

—_
()
~
~__

Wl Wl

Ornek 42.3.

y'+y = 2t

BDP nin ¢ozimiini bulunuz.
- Once ¢oztimii 0 noktasina telemeliyiz.
t=z+2
=7 —
4
dontigimi ile ¢ degiskenine bagl fonksiyonu x degiskenine dontistiirmiis oluruz. Buna gére BDP yi

)

y(0) = 5. (0)=

169
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= L(y”+y):L<2 <x+z>>

4
= (s’L(s) = sy (0) =4/ (0)) + L (y) :%Jr%

2 T s
2
= + 1)L ==+ —+—=—+2
(S ) () s2 28 2

= L(7T5—i-4) (s°+1)

252
(ms+4) 7w 2
L = = — —
= ) 252 25 + 52

(T 2

T 1 1
= L' (=)+2L7 (=

() (5)

T T v
= C42w=C42(t- ) =2
g =gt 1

43 Basamak Fonksiyonu (HeavisideH Fonksiyonu)

Makine miihendisliginde ve elektrik miithendisliklerinde sistemin kapali veya agik olmasini ifade eden 6énemli bir fonksiyondur birim basamak fonksiy-
onudur.

iTamm| 43.1.

u(t—a):{ O t<a a>0

1, t>a >~ —
fonksiyonuna birim basamak fonksiyonu veya Heaviside fonksiyonu denir.
Ornek 43.2.
0, 0<t<m
y(t)=1< 1, m<t<2m |
0, t>2m

fonksiyonunu birim basamak fonksiyonu cinsinden ifade ediniz.

2Qliver Heaviside (1850-1925), ingiliz elektrik miithendisi
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yt)=u(t—m)—u(t—2m)

O
Ornek 43.3.
-1, —1<t<0
1, 0<t<1
v =99 149
3, t>3
fonksiyonunu birim basamak fonksiyonu cinsinden ifade ediniz.
y@)=—@wit+D)—u@®)+@w@t)—u@t—1))+2uEt—1)—u({t—2))+3u(t—3)
O
iTanim] 43.4.
Ornek 43.5.
t, -1 <t<0
2, 0<t<1
y(t) = 2cost, 1<t<2’
2sint, t >3
fonksiyonunu birim basamak fonksiyonu cinsinden ifade ediniz.
y(t) =t(uwt+1) —u@)+t*(u(t)—ut—1))+2cost (u(t—1) —u(t—2))+2sintu(t — 3)
O

Ornek 43.6. Birim basamak fonksiyonunun Laplace doniisumini hesaplayiniz.

_ e ) _
est eas

L(u(t—a)):/ e‘“u(t—a)dt:/ e dt = — =
0 u s |, s

Manim 43.7. f (t) fonksiyonunun Gteleme fonksiyonu
Fo=se-aue-a={ ;" 5,

olarak verilir.
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BRI 43.8. f (t) fonksiyonunun Laplace déniisimii F (s) ise f (t ) dteleme fonksiyonunun Laplace donisimi e *F (s) dir.
F(s)=L(f) = e ™F(s (f) Flt—a)u(t—a)

e 43.9.
L(f@)u(t—a))=e"L(f(t+a))

Ornek 43.10. (t —1)%u (t — 1) ve t>u (t — 1) fonksiyonlarmn Laplace déniisimlerini bulunuz.

Qoziim
2e7°

53

= L(t-1 u(t—1))=e"L(¥) =
= L(tPu(t—1)=e L((t+ 1)2)

- @) - (3434

s3 s s

Ornek 43.11.

” B 48e%, 0 <t < 4
y +16y = { 0, t>4

y(0) = 0,4(0)=0

BDP nin cozimini bulunuz.

Goziim
y' + 16y = 48¢* (u(t) —u (t —4))
y(0) = 0,4(0)=0

olarak yazabiliriz. Bu durumda Laplace doniigimiinii denkleme uyguladigimizda

= L(y"+16y) = L (48¢” (u(t) — u(t — 4)))

= L(y")+ 16L (y) = 48L (e*u (t)) — 48L (¢*'u (t — 4))
ve burada

F(s)=L(f)=e"F(s)=L(f(t—a)u(t—a))

L(f(t)u(t—a))=eL(f(t+a))
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ifadelerini kullanirsak

= (s’L(y) — sy (0) —y' (0)) + 16L (y) = ﬁgg - 4586__28 - = (i - ;_48)

A8 ey [ 12 24 12 »
- L()_(S—Q)(52+16) (5(3—2)_5(52+16)_5(s2+16))(1_6 )

> =3 (7 (g) -2 (<i16>) " (Hw)))
e () () ()

2 12 2
= €<e —181n4t—cos4t) E<e2(t_4)—Zsin4(t—4)—cos4(t—4))u(t—4)

11Q wve 27 saniyeye kadar verilen elektromotive kuvvet E (t) =

Ornek 43.12. Bir RLC devresinde C = 10"2F(arad), L = 0.1H (enry), R =
t > 2m. Baslangicta elektrik yukiu ve akvm olmadigina gore herhangi

100sin (400t) ,0 < t < 27w ve sonra bir kuvvet verilmemektedir: E (t) = 0,
zamandaki elektrik yikinid bulunuz.
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1
1,Va=RIVo= 7q,Vi=LI

RI+%q+LI/:E(t)

1
Lq"+ Rq + a1= E(t)

Oilq,,qu,HOQq:{ 100sin (400t), 0 <t < 2

0, t >2m
0,4 (0)=0

¢+ 110¢ + 10%q = { 10%sin (%(30:); g: t<2m

10? sin (400t) (1 — u (t — 27))

L (¢" +110¢' + 10%¢) = L (10” sin (400¢) (1 — u (t — 27)))

L(q") +110L (¢') + 10*°L (q) = 10* (L (sin (400t)) — L (sin (400t) u (t — 27)))
(s°L(q) = sq(0) — ¢'(0)) + 110 (sL (q) — ¢ (0)) + 10°L (q)

10? (L (sin (400t)) — L (sin (400 (t — 27)) u (t — 27)))

2% 104 20 2% 10% % (1 — e727m)
2 41105+ 10%) L (¢) = — 10327 —
(5% + 1105 +10°) L (g) = 5 400 ¢ 1400 2+ 400

2% 10% % (1 — e72m)

L pr—
(@) = 575 100) (5 £ 10) (5 7 100)
1 _ s300005 ~ 3500 B 1 k2510 # (1 — 72)
45000 (s + 10) 52+ 400 936 000 (s + 100)
1 523%)005 - 26%)00 1 4
_ _ * 2% 10
45000 (8 + 10) 52 4+ 400 936 000 (8 + 100)
1 523%)005 - 26%00 1 4. -2
_ _ _ * 2% 10" x e
45000 (8 + 10) 52 4+ 400 936 000 (8 + 100)

2% 10* 1 11 %2 %104 s 3 20
= L - L — % 2x 107!
17 15000 (s+10) 520 000 (52+4OO) 2026000 " 52+ 400
24000 (0
036000~ \ (s + 100)

2% 104L_1 e~ 2ms N 11 %2 % 104[/_1 se ?™ O\ 3 9% 10L-1 20e2ms
45000 s + 10 520 000 s2 +400 20 % 26 000 s2 4+ 400

o . 1Nn4 /  _—2ms \
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utt) ult-a)

|

0 t 0 & {
Fig. 17, Unit step function u(t) Fig. 118, Unit step function uft — q)
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